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EINLEITUNG 1

Einleitung

Das Thema dieser Arbeit sind Coxetertransformationen und Auslander-Reiten-Trans-
lationen. Diese Konzepte sind eng verkniipft. In den beiden ersten Kapiteln stelle
ich zwei Existenzsétze fiir Auslander-Reiten-Folgen in verschiedenen Kategorien vor
und im dritten Kapitel widme ich mich, hauptséchlich im Falle erblicher Algebren,
der Coxetertransformation und insbesondere derem charakteristischen Polynom, dem
Coxeterpolynom. Es ergeben sich Verfahren zur Bestimmung desselben, die auch
implementiert wurden. Die resultierenden Programme findet man im Anhang.
Auslander-Reiten-Folgen wurden im Jahre 1975 von Maurice Auslander und Idun
Reiten eingefiihrt. Es handelt sich um eine sehr spezielle Klasse von kurzen exakten
Sequenzen; die Begriffsbildung macht zunéchst in jeder abelschen Kategorie Sinn.
Direkt aus den Definitionen folgt, daf§ ein Endterm einer solchen Folge bereits die
gesamte Sequenz bis auf Isomorphie bestimmt und dafl beide Endterme einen lokalen
Endomorphismenring haben, also unzerlegbar sind. Die Bedeutung der Auslander-
Reiten-Folgen wird klar, wenn man sich verdeutlicht, dal ein wesentliches Ziel der
Darstellungstheorie die Untersuchung der unzerlegbaren Objekte gewisser Kategorien
ist.

Eine wichtige Frage ist deshalb in jeder zu untersuchenden abelschen Kategorie, ob
"Auslander-Reiten-Folgen existieren’, genauer: ob es zu jedem Objekt C' mit lokalem
Endomorphismenring (und evtl. weiteren einschrinkenden Eigenschaften, die aus der
Definition selbst stammen) eine Auslander-Reiten-Folge

0 A B C 0
gibt. Wegen der oben angesprochenen Eindeutigkeit kénnen wir dann
A=1C

definieren: dies ist die Auslander-Reiten-Translation. Von groflem Interesse ist dabei
eine ndhere Kenntnis der Abbildung 7, da Auslander-Reiten-Folgen im allgemeinen
schwer zu finden sind.

Ziel ist also sowohl der Existenzsatz wie auch die Beschreibung der Endterme in
Abhéngigkeit voneinander. Dieses Programm wird im ersten Kapitel fiir die Katego-
rie der Moduln iiber einem beliebigem Ring und im zweiten Kapitel fiir die Kategorie
der endlich erzeugten Moduln iiber einer Artin-Algebra (eine Verallgemeinerung von
endlichdimensionalen Algebren iiber Kérpern) durchgefiihrt.

Es sind dabei die Aussagen des zweiten Kapitels keineswegs Korollare aus denen
des ersten: die Auslander-Reiten-Sequenzen iiber einem beliebigen Ring werden im
allgemeinen sehr ’grofe’, d. h. nicht endlich erzeugte Terme beinhalten. Uber einer
Artin-Algebra hingegen konnen wir sicher sein, daf§ die Auslander-Reiten-Translation
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endlich erzeugte Moduln stets in endlich erzeugte iiberfithrt. Auflerdem ist in der Si-
tuation des zweiten Kapitels eine sehr viel explizitere Beschreibung der Endterme
moglich, als dies im ersten Kapitel der Fall ist.

Im dritten Kapitel schliellich wird weiter spezialisiert. Zu jedem Kocher (was im we-
sentlichen ein gerichteter Graph ist) ohne gerichtete Kreise gehort in natiirlicher Weise
eine endlichdimensionale Algebra, und es stellt sich heraus, daf§ (bei algebraisch ab-
geschlossenem Grundkorper) die Auslander-Reiten-Translation in der Kategorie der
endlich erzeugten Moduln iiber dieser Algebra auf der Ebene der Grothendieckgruppe
eine lineare Abbildung induziert, die sogenannte Coxetertransformation. Deren be-
schreibende Matrix, die Coxetermatrix, ist rein kombinatorisch aus dem zugrunde-
liegenden Kochers berechenbar. Das Hauptaugenmerk wird sich auf das charakteri-
stische Polynom dieser Transformation richten; es ist unter anderem deswegen von
Interesse, weil es das Wachstumsverhalten der Coxetermatrix kontrolliert.

Nach der Kldrung der Abhéngigkeit des Coxeterpolynoms von der konkreten Orien-
tierung des Kochers beweise ich einige neue Formeln fiir das Coxeterpolynom. Diese
erlauben es, die Coxeterpolynome einer gewissen Kocherklasse, der sogenannten Krei-
sebdume, rekursiv zu berechnen. Hierzu ist es wiinschenswert, eine griffige Notation
fiir diese Kocher zu besitzen. So wird es moglich, die Coxeterpolynome von ganzen
Kocherklassen symbolisch zu bestimmen; desweiteren erlauben die Formeln eine weit
effizientere Berechnung von Coxeterpolynomen von Kreisebdumen, als dies bisher
moglich war. Dadurch wurden einige Feldversuche durchfiihrbar, die ich im letzten
Paragraphen anspreche.

Im Anhang finden sich die Implementierungen der Algorithmen in der Programmier-
sprache des Computeralgebrasystems MapleV.

Ganz herzlich mochte ich mich bei Herrn Prof. Helmut Lenzing fiir die zahlreichen
und wertvollen Diskussionen, Anregungen und Hilfestellungen bedanken.
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Kapitel 1

Der allgemeine Existenzsatz fiir
Auslander-Reiten-Folgen

§1 Die Kategorie Mod-R und der Funktor Tr

Sehr viele Informationen iiber die beiden in der Uberschrift genannten Konzepte fin-
det man in [AuslBridg]. Ich habe hier nur soviel aufgeschrieben, wie in den folgenden
Paragraphen gebraucht wird.

(1.1) Bezeichnungen: (1) In diesem Paragraphen sei R stets ein beliebiger Ring,
d. h.: ein assoziativer Ring mit Eins.
(2) Die Kategorie aller R-Linksmoduln wird mit R-Mod, die der endlich présentier-
ten R-Linksmoduln mit R-mod bezeichnet. Analog ist Mod-R die Kategorie der
R-Rechtsmoduln und mod-R die volle Unterkategorie der endlich préasentierten R-
Rechtsmoduln.
Mit R-Proj, R-proj, Proj-R bzw. proj-R bezeichne ich die vollen Unterkategorien
der projektiven Objekte in den Kategorien R-Mod, R-mod, Mod-R bzw. mod-R.
Analog sind R-Inj und Inj-R die vollen Unterkategorien der injektiven Objekte in
R-Mod bzw. Mod-R.
(3) Um ohne Skrupel von Funktorkategorien reden zu kénnen, kann man die Ka-
tegorientheorie wie in [Gabriell] aufbauen. Dazu muf man als zusétzliches men-
gentheoretisches Axiom akzeptieren, dal jede Menge Element eines Universums ist.
Tut man dies, so ist beispielsweise R-Mod bzw. Ab definiert als die Kategorie aller
R-Linksmoduln bzw. abelscher Gruppen, deren zugrundeliegende Menge Element ei-
nes zuvor fest gewihlten, R und Z enthaltenden Universums 4 ist. Es sind dann
R-Mod und Ab sogenannte ’U-Kategorien’. Nun ist es problemlos moglich, etwa die
(abelsche) Kategorie [R-Mod, Ab] der additiven Funktoren von der Kategorie der R-
Linksmoduln in die Kategorie der abelschen Gruppen zu betrachten.
Grundlegendes iiber Funktorkategorien findet man im Abschnitt 3.4 von [Popescu].
O
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(1.2) Die stabile Kategorie. (1) Fiir einen Morphismus X Y in R-Mod sind
dquivalent:

(a) Es existiert ein QQ € R-Proj und Morphismen g € Homg(X,Q), h € Homg(Q,Y)
mit p = hg. Also: p faktorisiert iiber einen projektiven Modul.

(b) Ist Z ==Y — 0 exakt in R-Mod, so gilt p € ImHompg(X, s), es existiert also
g € Homg(X, Z) mit p = sg. D. h.: p lafst sich tiber jeden Epimorphismus liften.

Ist Y € R-mod, so sind die Aussagen (a) und (b) ebenfalls zu (c), (d) dquivalent:
(c) Es ezistiert ein Q@ € R-proj und g € Homg (X, Q), h € Homg(Q,Y') mit p = hg.
(d) Ist Z =Y — 0 exakt mit Z € R-mod, so existiert g € Hompg(X,Z) mit
P =5g.

Beweis: (a)=(b) Weil @ projektiv und s surjektiv ist, 148t sich h {iber s liften;
damit 148t sich auch p = hg iiber s liften.

(b)=(a): Es existiert stets ein projektiver Modul ¢ und eine exakte Folge
Q Y — 0; nach (b) 148t sich p tiber h liften.

Nun gelte Y € R-mod.

(b)=-(d) ist klar.

(c)=(a) Hierzu mufl man nur R-proj C R-Proj wissen: Ist () € R-proj, so existiert
eine exakte Folge R" y, @ — 0; diese spaltet auf, da @) projektiv in R-mod ist. )
ist also direkter Summand von R™ und damit projektiv in R-Mod.

(d)=(c) Da Y endlich erzeugt ist, gibt es eine exakte Folge R" Y — 0 es st
R™ € R-proj, und aus (d) folgt (c).

(2) Sind X,Y € R-Mod, so bezeichnen wir die Menge aller Morphismen X L.y,
die die dquivalenten Bedingungen aus (1) erfiillen, mit P(X,Y).

Ist P -5 Y — 0 exakt mit einem P € R-Proj, so gilt also
P(X,Y) ={p € Homg(X,Y) | es gibt g € Homg(X, P) mit p = ¥g}
= Im Hompg (X, ¢).
(3) P ist ein zweiseitiges Ideal in der additiven Kategorie R-Mod.

Beweis: Seien p1,ps € P(X,Y). Die kommutativen Diagramme

X p1 y X P2 y
\ / und \ /
g1 h1 92 ha
Py Py
liefern
X p1+p2 vy
BN A
P @ P

Sind dabei Py, P, projektive Moduln, so ist auch P; & P, projektiv. Also: p; + ps €
P(X,Y).

Die Beziehungen P(X,Y’) o Homg (X', X) C P(X',Y) und Hompg(Y,Y") o P(X,Y) C
P(X,Y’) sind klar.
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(4) Man kann also R-Mod := (R-Mod)/ P definieren. R-Mod hat dann dieselben
Objekte wie R-Mod und die Morphismenmengen sind fiir X,Y € R-Mod gegeben
durch

HO_HU{(X7 Y) = HOHlR(X, Y)/P(X’ Y)

Das Bild eines Morphismus f € Hompg(X,Y) in R-Mod bezeichnen wir mit f. Die
Verkniipfung von Morphismen f, g in B-Mod ist durch

fog:=1/fog

erklart.
Es ist R-Mod eine additive Kategorie, und wir kénnen Homp auffassen als additiven
Bifunktor

Homp, : R-Mod x R-Mod — Ab

wie auch als additiven Bifunktor

Homp : R-Mod x R-Mod — Ab

R-mod bezeichnet die von den Objekten aus R-mod in £-Mod erzeugte volle Unter-
kategorie.

(5) In vollig analoger Weise erkldart man natiirlich, ausgehend von Mod-R, die Kate-
gorien Mod-R und mod-R.

(6) Offenbar ist R-Mod durch die folgende universelle Eigenschaft gekennzeichnet: Ist
C eine additive Kategorie und F : R-Mod — C ein additiver Funktor mit F(P) =0
fiir jedes P € R-Proj, so existiert ein eindeutig bestimmter Funktor

F . R-Mod — C mit

M) = F(M) fir alle M € R-Mod und
E(f) = F(f) fir alle f € Homgr(M, N).

I ist additiv.
Die Kategorien R-mod, Mod-R und mod-R haben analoge Eigenschaften.

(7) Nach (6) sind also fiir jedes n € N die Bifunktoren

Ext" : R-Mod x R-Mod — Ab und Tor® : Mod-R x R-Mod — Ab

erklart. (Ein Bifunktor F' : A x B — C ist nichts anderes als ein Funktor von A in
die Kategorie der Funktoren von B nach C). O
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(1.3) Satz: Es seien X,Y € R-Mod. Die Abbildung

_HOHlR(X, Y) — HOH](EX)C}_Z(YV, _)7 EXt}-Z(Xa _))

i — EXt}%(fﬂ _)

ist ein in X undY natirlicher Isomorphismus zwischen Homp(X,Y) und der Gruppe
Hom(Ext (Y, —), Extp(X, —)) aller natiirlichen Transformationen von Extp(Y, —)
nach Extp(X, —).

Beweis: Wihle eine exakte Folge

n: 0 K

P Y 0

mit einem projektiven Modul P. Dann ist

Hompg(P, —) HOHI;w’_LHomR(K, -) £ Extp(Y, —)

0

eine exakte Folge in der Kategorie [R-Mod, Ab] der kovarianten, additiven Funktoren
von R-Mod nach Ab, und man erhélt in Ab das folgende Diagramm:

0 — Hom(Ext} (Y,—),Exth(X,—)) — Hom(Hompg (K,—),Exth(X,—)) — Hom(Hom (P,—),Ext, (X,—))

H Extp, (X,¢) H
Ext Ext

Die obere Zeile ist exakt; die Isomorphismen kommen aus dem Yoneda-Lemma (vgl.
(4.1)(5)), und die Kommutativitét des Diagramms ist gerade die Natiirlichkeit des
Yoneda-Isomorphismus.

Aus 7 entsteht die exakte Folge

HOmR(X,w) EXt}Q(Xﬂb)
_—

Hompz(X, P) Hompg(X,Y) Extp(X, K) Extp(X, P)>

also

Hom (Ext (Y, —), Exty(X, —)) = Ker Extp(X, ¢)
= Coker Hompg (X, ¢)
= Hompg(X,Y)/ImHompg(X, 1))
= Homp(X,Y).

Es sei nun f € Hompg(X,Y); ich suche das Bild der natiirlichen Transformation
Extp(f,—) € Hom(Ext R(Y, =), Extp(X,—)) unter diesem Isomorphismus in
Hompz(X,Y) .
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In Hom(Hompg(K, —), Ext},(X, —)) erhalten wir das Element Ext},(f, —)op, das durch
den Yoneda-Isomorphismus auf

Extr(f, K)(px (1x)) = Extp(f, K)(Extp(X, 1) ([n]))
= Extg(f, K)([n))
=v(f)

abgebildet wird (ich bezeichne das Bild einer exakten Folge u in der entsprechenden
Ext-Gruppe mit [u]). Es ist damit f das Bild von Exty(f, —) unter dem betrachteten
Isomorphismus, und er hat somit die in der Behauptung angegebene Gestalt. Mit

dieser Information lé3t sich die Natiirlichkeit des Isomorphismus leicht nachrechnen.
O

Insbesondere ist also jede natiirliche Transformation
t: Bxth(Y, —) — Extp(X, —)

von der Form
L= EXt}%(f) _)

mit einem f € Homp(X,Y).

Wir sehen, daf§ sich (R-Mod)°® und (R-mod)°? als volle Unterkategorien der abel-
schen Kategorie [R-Mod, Ab] aller additiven Funktoren R-Mod — Ab auffassen las-
sen.

In [HiltRees| sind die Mono-, Epi- und Isomorphismen zwischen Ext-Funktoren be-
schrieben; mit diesen Ergebnissen kénnte man die folgende Aussage leicht einsehen.
Ich mochte sie aber elementar beweisen:

(1.4) Satz: X,Y € R-Mod sind genau dann in R-Mod isomorph, wenn projektive
Moduln P,QQ € R-Mod existieren, so daff X & P und Y & Q isomorph in R-Mod
sind. Sind X, Y € R-mod, so konnen P, () aus R-mod gewdihlt werden.

Beweis: 7<” Zu zeigen geniigt offenbar, dal X und X ¢ P in R-Mod isomorph
sind. Es ist (1X70)O(1X% = 1X und 1XEBP_(1X)O(1X;O) = 0@1]3 € P(X@P,X@P),

0 0
denn

XepP—2" _xap

e

kommutiert. Also ist die Restklasse von (18( ) in Homp(X, X @ P) ein Isomorphismus
zwischen X und X @ P in R-Mod.

”=" Es existieren o € Homp(X,Y), 8 € Hompg(Y, X) mit 1x — fa € P(X, X) und
ly —apf e P(Y,Y).

Wihle eine exakte Folge @) . X — 0 mit einem @ € R-Proj. Dann existiert

(O,lp)
P
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g € Hompg (X, Q) mit 1x — fa = fg, also 1x = (5, f) o (‘;‘), d. h. es gibt eine exakte,
aufspaltende Folge
(5) (st

0—=X -2y Q-2 p——so

Es existiert also ein Isomorphismus (3‘ ;‘) X @ FEF — Y & Q mit Unkehrung (i { )
Man erhélt die exakte aufspaltenden Folge

f
() 00 yapely g

Zu zeigen ist noch, dafl E projektiv ist. Wahle dazu eine exakte Folge P 2B —0
mit einem projektiven Modul P. Weil f surjektiv ist, gilt wegen der Exaktheit von (x):
X C Ker(a,u), also a(X) C u(E), und damit mufl u surjektiv sein. Also ist P Ay
surjektiv, und wegen ly — a3 € P(Y,Y) existiert Y =% P mit uly = 1y — af.
Wegen a3 + us = 1y folgt u(Ax — s) = 0, nach (x) existiert also Y —% Q mit

(1) AX — s = 1g.

Weil Q projektiv und X surjektiv ist, 148t sich ¢ iiber X liften, es existiert also Q) - P
mit

(2) A =t.
Es folgt:

A(xu — pqu + pv) 5 (Ax —tqQu+tv

= su—+tv
(1)

— 1p.

Also ist A ein aufspaltender Epimorphismus und E ist projektivmit X @ F 2 Y & Q.
Sind X,Y € R-mod, so kann () endlich erzeugt gewihlt werden. Es ist dann auch
FE endlich erzeugt. Endlich erzeugte projektive Moduln sind aber endlich préasentiert
(es existiert n € N und eine in R-Mod exakte Folge 0 — K — R" — @ — 0;
diese spaltet auf, da @) projektiv ist, also ist K direkter Summand von R", damit ein
homomorphes Bild von R" und somit endlich erzeugt). O

(1.5) Der Funktor Tr. (1) Es sei

¢ P2 P2 M —0

eine projektive Auflésung von M € R-mod, d.h. ¢ sei eine exakte Folge mit Py, P; €
R-proj. Definiere

Te(M; ¢) := Coker(Pr 25 P).
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(Dabei ist * : R-Mod — Mod-R der additive, kontravariante und linksexakte Funktor
Hompg(—, R).) Ist P endlich erzeugt und projektiv, so ist auch P* endlich erzeugt
und projektiv, denn aus P & Q = R" folgt P* & Q* = (R")" = R". Also ist
Tr(M; ¢) € mod-R.

(2) Ist N € R-mod ein weiterer Modul mit projektiver Auflosung
b Qi Qo= N ——0

und ist f € Hompg(M, N), so erhédlt man aus der Projektivitdt von Py und P; ein
kommutatives Diagramm

P, P, M 0

Pyl
(1 Qo N 0
und daher existiert u € Homg(Tr(N; ), Tr(M; ¢)), so daB

Qo — Q1 —Tr(N;¢) —=0

lg* lh* l

Py —— P —=Tr(M;¢) —=0
kommutiert. Dabei hingt u von der Wahl von g und % ab; die Klasse
uc _HOIHR(TI"(N, ¢)7 TI"(M, ¢))

ist davon jedoch unabhéngig: Sei auch

P, P, M 0

N

1 Qo N 0

kommutativ und sei v € Hompg(Tr(N;v), Tr(M;¢)) der induzierte Morphismus.
Dann kommutiert auch

P, $1 Py %0 M 0

o |

Ql Y1 QO woN 0

Da Py projektiv ist und weil (g — g’') = 09 = 0 gilt, existiert dann Py LI (21 mit
1k =g — ¢. In mod-R ergibt sich

Qo —= Q1 —Tr(N;¢) —=0

O

PO*—>P1*—t>Tr(M; ¢)—=0
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Das Homotopielemma (vgl. [JensLenz|, Lemma B.1; man macht sich leicht klar, daf es

auch noch in dieser etwas allgemeineren Situation gilt) liefert dann Tr(V, ) SN Py
mit t{{ = u — u’; da auch P; projektiv ist (an dieser Stelle wird gebraucht, daf
wir in R-mod arbeiten), faktorisiert u — ' also iiber einen projektiven Modul und
es folgt u = /. Dieses Element aus Homp(Tr(N; ), Tr(M; ¢)) bezeichnen wir mit
Tr(f; ¢,1). Offenbar gilt dann

Tr(1a; 9, 0) = In(arg),
fiir f,h € Homp(M, N):

Te(f + h; 0, 0) = Te(f; ¢,9) + Tr(h; ¢,9)

und, falls zusétzlich y : §; > G, 22> T, 0 eine projektive Auflésung in R-mod
und g € Hompg(N, L) ist:

Tr(gf; ¢, x) = Te(f: ¢, ¢) o Tr(g; ¢, x).
Es sei p € P(M,N), p = uwv mit v € Homg(M, P) und v € Hompg(P, N) und
P € R-proj. Es ist
Y: 0—=P—E-p— 50
eine projektive Auflosung von P; es folgt Tr(P;x) = 0 und daher in mod-R:

Tr(p; ¢,9) = Tr(v; @, x) © Ire(pyy) © Tr(u; X, 1)
=0.

Deswegen kann man

Te(f;0,9) = Te(f; ¢,¢) fir f € Homp(M, N)

definieren.

(3) Seien ¢y, ¥pr projektive Auflosungen von M € R-mod und ¢y, 1y solche von
N € R-mod; sei f € Homg(M, N). Nach (2) kommutiert das folgende Diagramm in
mod-R:

r:[\r(]\[7 (bN) Tr(1N§,'lfN:¢N) TI'(N, 'l/}N)
(*) lTr(fWAmQﬁN) lTr(fﬂﬁMﬂﬁN)
1':[11‘(]\4'7 (bM) Tr(lM;fM@M) TI'(M, 'I/JM)

Wihlen wir nun zu jedem M € R-mod eine feste projektive Auflosung ¢y, und
bezeichnen diese globale Auswahl mit ®, so ergibt die Festsetzung

Tre(M) := Tr(M; ¢py) fiir M € R-mod und
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Tre(f) := Tr(f; omr, on) fiir f € Homg(M, N)
einen additiven, kontravarianten Funktor
Tre : R-mod — mod-R.
Ebenso kénnen wir diesen Funktor auffassen als

Tre : R-mod — mod-R.

Trifft man eine andere globale Wahl ¥ von projektiven Auflésungen, so erhélt man
nach (%) isomorphe Funktoren; bezeichne diesen natiirlichen Isomorphismus mit

Y Trg =5 Try .

(4) Alle Konstruktionen aus (1)-(3) lassen sich natiirlich auch in mod-R durchfiihren
(zur Unterscheidung erhalten sie stets eine Tilde); insbesondere ist

Te(f; 6, ¢))
erklért, falls f ein Morphismus in mod-R ist und ¢ eine projektive Auflosung seiner

Quelle und 1) eine seines Zieles ist.

(5) Ist M € R-Mod, so liefert der Einsetzungshomomorphismus
)\M M — M™*

eine natiirliche Transformation

At 1p-Moa — — .

Da 1z-Moq und —** additive Funktoren sind und weil A\g : R — R** ein Isomorphismus
ist, ist dann A\p ein Isomorphismus fiir jeden endlich erzeugten projektiven Modul P.
(6) Es sei
$1 )
¢ : P1 PO M 0

eine projektive Auflésung in R-mod. Dann ist

¢ Pr -2 Pr - Te(M; ¢) —=0
eine projektive Auflésung in mod-R, und das Diagramm

¢ P i P M 0

Ap

AP

0
¢**
1

O+ P Py ——Tr(Te(M; 9); %) —>0

1

148t sich durch einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

v M2 TVI“(TI"(M§ ?); ¢)
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in R-mod kommutativ ergénzen.
Es sei

v Q- Qo—2-N 0
eine weitere projektive Auflosung in R-mod und f € Hompg(M, N). Wie in (2) erhilt

man ein kommutativ-exaktes Diagramm

P, P, M 0

Y

1 Qo N 0

welches
Y Qy—= Q7 ——=Tr(N;¢) —=0

A
0"+ By — Py —>Te(M; ¢) —=0

induziert. Dabei gilt
u="Te(f;0,9).

Wir erhalten so in R-mod das Diagramm

Py Py M 0

NN e

P l P lﬁ(Tr(M; ¢); ¢*) —0
(1 Qo N ; : 0
N\ AN N
N o Tr(Tr(N;9); %) —0

Hierbei ist [ eine R-lineare Abbildung mit
L= Tr(u; 9", ¢").
Die Kommutativitat von
M —5—=Ta(Tx(M; 6); ¢")

lf i

N —%—Tr(Tr(N; v); )

folgt mit einer spafligen Diagrammjagd aus der Kommutativitét der iibrigen Quadrate
im vorigen Diagramm sowie der Exaktheit seiner Zeilen. In R-mod liest sich dies so:
Es kommutiert

v®
M —=—Tr(Tx(M; ¢); ¢*)
(*) li lf‘f(T‘f(f;dnw);w*,aﬁ*)

» —~

N —=—Te(Te(N; ¢); ¢%)
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(7) Es sei nun wieder ® eine globale Auswahl von projektiven Auflésungen in R-mod
und ® eine solche in mod-R.
Tr, : R-mod — mod-R und Trg : mod-R — R-mod sind Dualititen: es gilt

Trz o Try, = 1p-mod und Try o Trg = 1yod-r-

Beweis: Die zu M € R-mod in ® gehorige Auflésung sei mit ¢y und die zu
L € mod-R in ® gehorige mit ¢, bezeichnet. Die kommutativen Diagramme (3)(x*)
und (6)(x) zeigen, dafl

pcp’q) : 1R-mod — ’ﬁw o Tr mit

P2 = Tr (L (M1); Prea (a1, D) © V7Y fiir alle M € R-mod

ein natiirlicher Isomorphismus ist. Eine Isomorphie

~3.® | .
p : Tmod-r — Trg o Trg

kann man genauso konstruieren.

(8) Der in (7) beschriebene natiirliche Isomorphismus p®® hingt nicht von den Aus-
wahlen ® und ® von projektiven Auflosungen ab. Genauer: ist auch WU eine solche
Auswahl in R-mod und U eine in mod-R, so kommutiert folgendes Diagramm von
natirlichen Transformationen:

1R -mod

Analoges gilt fiir p.

Beweis: Es sei M € R-mod. Die Kommutativitdt von (6)(x), angewandt auf

f=1n, & = ¢pr und ¥ = )y, liefert
0¥ = Tr(Tr(1ag; dar, Yor); W, Glr) © 02

Es folgt

p Y (M) Tr Irvg (a1); @/)Trq,(M Uar) o v

(

Tr (I 'wT‘r@(M Vi) 0 Tr(Tr(lM; Oy V) Vg Oar) o y®M
(]-Trq, (M) ¢Trg,(M QSTr\I,(M))

o Tr(Tr(Lar; dar, Uar); e (1) Pra (11))

© ﬁ(lTrcp(M); QgTrq)(M)a bar) © V¥
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= T}(lTr\I,(M); Uty (M), PTrg (1)) © ﬁ"g(Tr(lM; bar, ¥ar)) © pai”

3.0 A X ®,3
= T () © Trg(ar) © pag
=GP )0 00"

(9) Nach (8) und (3) ist es gerechtfertigt, eine Auswahl ® von projektiven Auflésungen
in R-mod festzuhalten und in Zukunft Tr statt Trg zu schreiben.
Im folgenden ist wichtig, daB fiir X € R-mod die Abbildung

Tr: Endg(X) — Endg(Tr X)°P

ein Ringisomorphismus ist. 0

§2 Auslander-Reiten-Folgen

Ich halte mich hier an die grundlegende Arbeit [AuslReit] von M. Auslander und
I. Reiten.

(2.1) Definition: Es sei C ein beliebige Kategorie.

(1) Ein Morphismus A . B in C heift links-minimal, falls jeder Endomorphismus
B - B mit h f = f notwendig ein Isomorphismus ist.

(2) A L, B heit links-fast-aufspaltend, falls f kein aufspaltender Monomorphismus
ist und falls zu jedem Morphismus A LN L, der kein aufspaltender Monomorphismus
ist, ein B 5 L mit k f = h existiert.

(3) A . B heiBt minimal links-fast-aufspaltend, falls f links-minimal und links-

fast-aufspaltend ist.

(4) Ein Morphismus B -~ C in C heifit rechts-minimal, falls jeder Endomorphismus
B - B mit gh = g notwendig ein Isomorphismus ist.

(5) B %5 C heiBt rechts-fast-aufspaltend, falls g kein aufspaltender Epimorphismus
ist und falls zu jedem Morphismus L SLUANYS) , der kein aufspaltender Epimorphismus
ist, ein L ., B mit gk = h existiert.

(6) B -2+ C heiBt minimal rechts-fast-aufspaltend, falls g rechts-minimal und rechts-
fast-aufspaltend ist. 0

Offenbar sind die in (4), (5) und (6) definierten Begriffe dual zu denen aus (1), (2)
bzw. (3).

(2.2) Lemma: Es sei C eine additive Kategorie, es seien f und g Morphismen in C.
(1) Ist A B links-fast-aufspaltend, so ist End¢(A) ein lokaler Ring.
(2) Ist B - C rechts-fast-aufspaltend, so ist Ende(C) ein lokaler Ring.
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Beweis: (1) Es ist I := Im Home(f, A) ein Linksideal in Ende(A); I enthélt genau
diejenigen Elemente aus End¢(A), die kein Linksinverses besitzen: Sei A I, A ein

solches. Dann ist h kein aufspaltender Monomorphismus, also existiert B A mit
kf =h,d. h. h € I. Liage umgekehrt ein Element in /, das ein Linksinverses besitzt,
so ware auch 1¢ € I, da I ein Linksideal ist. Dies wiirde aber bedeuten, dafl f ein
Linksinverses besitzt, also ein aufspaltender Monomorphismus ist, was nicht stimmt.
Also ist I das einzige maximale Linksideal in Ende(A) und damit ist dieser Ring
lokal.

(2) ist dual zu (1). O

(2.3) Satz: Es sei C eine abelsche Kategorie und

0—=A-L-p-?

C 0

Beweis: (1)=(2) und (1)=-(4) folgen direkt aus dem Lemma.

(2)=(3): Es sci B > B mit hf = f. Man erhilt folgendes kommutativ-exakte
Diagramm:

0—=A-Llop-2toc——p
|k
0—A-tlop-ftoc——p

Ist k ein Isomorphismus, so ist nach dem Fiinfer-Lemma auch h einer, und das ist ja
7Zu zeigen.

Sei nun also k kein Isomorphismus. Weil End¢(C') lokal ist, ist dann 1¢ — k ein
Isomorphismus; wegen (1g — h)f = f — fh = 0 existiert C —— B mit rg = 15 — h.
Es folgt

(le —k)g=g—kg
=g—gh
=gl —h)
=4grg,
also
le — k= gr.

Da 1¢ — k ein Isomorphismus ist, ist also g ein aufspaltender Epimorphismus. Das
bedeutet, dal die Folge zerfillt, somit f ein aufspaltender Monomorphismus ist, was
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aber der Definition von ’links-fast-aufspaltend’ widerspricht.
(3)=(1) Es sei L - C kein aufspaltender Epimorphismus. Bilde das Pull-Back-
Diagramm

n:0 A——=X L 0

|, b,k

0 A B C 0

Zerfallt n, so 148t sich h {iber g liften, und das wollen wir zeigen.

Zerfallt n nicht, so ist u kein aufspaltender Monomorphismus, und nach Vorausset-
zung (3) 148t sich u iiber f auf B fortsetzen, es existiert also B —— X mit rf = u.
Es ergibt sich ein kommutativ-exaktes Diagramm

f

0 A B C 0
| b

0 A——=X L 0
ek

0 C 0

Weil f links-minimal ist, ist dann kr und nach dem Fiinfer-Lemma damit auch hj
ein Isomorphismus. Also ist h ein aufspaltender Epimorphismus; das war aber von
vornherein ausgeschlossen.

(4)=(5)=(1) ist dual zu (2)=(3)=-(1). O

(2.4) Definition: Es sei C eine abelsche Kategorie. Eine exakte Sequenz

0—=A-L-p?

C 0

in C heifit Auslander-Reiten-Folge oder auch fast-zerfallende Folge, wenn sie die dqui-
valenten Bedingungen aus (2.3) erfiillt. O

In (6.1) findet man eine interessante Charakterisierung der Auslander-Reiten-Folgen
in einer abelschen Krull-Schmidt Kategorie.

Eine wichtige Eigenschaft von Auslander-Reiten-Folgen ist die Tatsache, dafi die End-
terme einander bis auf [somorphie eindeutig bestimmen. Genauer:

(2.5) Satz: Es sei C eine abelsche Kategorie, es seien

und
W 0—=A—Tep g

Auslander-Reiten-Folgen in C. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(1) A A
2) =
(3) n =

Beweis: (1)=(3): Wir nehmen ohne Einschrénkung A = A" an. Weil f links-fast-

aufspaltend und f’ kein aufspaltender Monomorphismus ist, existiert B ., B’ mit
kf = f'; weil f’ links-fast-aufspaltend und f kein aufspaltender Monomorphismus

ist, existiert B’ L B mit "= f. Wir erhalten ein Diagramm

W 0—=A—Ltep Lo g
[
n: 0 A—L-p—2-C 0

N

W 0— AL p L

Da f’ linksminimal ist, ist [k und damit auch rs ein Isomorphismus; s ist also ein
aufspaltender Monomorphismus und damit ein Isomorphismus, da End¢(C') lokal ist.
Es mufl dann auch [ ein Isomorphismus sein: wir haben n = 1/ gezeigt.

(2)=-(3) ist dual zu (1)=(3).

(3)=(1) und (3)=-(2) sind klar. O

Ist

0 A B C 0

eine Auslander-Reiten-Folge in C, so bezeichnet man die Isomorphieklasse von A mit
7C und die von C mit 77'A. 7 ist die Auslander-Reiten-Translation der Kategorie

C.

§3 Beweis des Existenzsatzes

Hier ist wieder R ein beliebiger Ring. Ziel des Paragraphen ist der Satz (3.9): Zu
jedem endlich prasentierten R-Linksmodul C' mit lokalem Endomorphismenring exi-
stiert in R-Mod eine Auslander-Reiten-Folge

0 A B C 0.

(Selbstversténdlich gilt dasselbe dann auch fiir R-Rechtsmoduln durch Ubergang zu
R°P.)

Der Beweis ist im wesentlichen aus [Auslander| iitbernommen.
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(3.1) Lemma: Es seien U,V € R-Mod. Die Abbildung

U* @r V—""Y Hompg(U,V)

Buy(f@v)(u) = flu)-v

fir alleuw e U, v eV und f € U ist ein in U und V natirlicher Homomorphismus
abelscher Gruppen.

In den beiden folgenden Situationen ist Byy ein Isomorphismus:

(1) U € R-proj und V € R-Mod beliebig

(2) U € R-mod und V € R-Proj.

Beweis: (3 ist wohldefiniert, da die Zuordnung (f,v) — f(—)-v offenbar R-bilinear
ist. Die Natiirlichkeit von [y kann man einfach nachrechnen.

(1) Bryv ist ein Isomorphismus, und da die Funktoren —* ® V' und Hompg(—, V') ad-
ditiv sind, ist dann auch Sy ein Isomorphismus fiir jedes U € R-proj.

(2) Nun gelte U € R-mod. Da [y g ein Isomorphismus ist und die Funktoren U* ® —
und Hompg (U, —) mit beliebigen direkten Summen vertauschen (letzterer, weil U end-
lich présentiert ist, vgl. [Bourbaki], §1.5, Prop.8), ergibt sich zunichst die Bijektivitét
von By gy fiir beliebige Indexmengen I und dann die Bijektivitdt von Gy fiir alle

V € R-Proj. 0

(3.2) Lemma: FEs sei C € R-mod und X € R-Mod. Man hat eine in C' und X
natiirliche exakte Sequenz

C* @ X —2% Homp(C, X) —%*~ Hom,(C, X) 0

(dabei ist yo x der durch o, x(f) = f fir alle f € Hompg(C, X) erklirte natiirliche
Epimorphismus). Mit anderen Worten: Es ist

Im Ge x = P(C, X).

Beweis: Wihle eine exakte Sequenz P — X — 0 mit P € R-Proj. Das Dia-
gramm

Cre P CroX 0
‘ Bo,p lﬂc,x
Hompg(C, P) Hompz(C, X) —<*~ Homp(C, X) 0

ist kommutativ und die Zeilen sind exakt: fiir die obere folgt dies aus der Rechtsex-
aktheit des Tensorierens, fiir die untere aus (1.2). Es folgt die Behauptung. U
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(3.3) Lemma: Seien C € R-mod, X € R-Mod. Man hat einen in C und X
natirlichen Isomorphismus

Torf(Tr C, X) X Homp(C, X) .
Dabei wird Tor aufgefapt als Funktor mod-R x R-mod — Ab (vgl. (1.2)(7)) und Tr
als Funktor R-mod — mod-R.

Beweis: Es sei
@

Pl P() C 0

die zur Definition von Tr C' verwendete projektive Auflosung von C' in R-mod. Wir
erhalten das kommutativ-exakte Diagramm

0>C*—=P;— ~ P~ TrC—0
~N S
AN
0 0

()

und damit das folgende in [R-Mod, Ab]:

0
Tory* (Tr C, —)
Cr®— P ® - K&®———"=0
(#) Bo,— Bry,— @ Pre—

0 —Hompg(C, —) =—Hompg(Fy, —) =—Homp (P, —)

—HomR (Ca _>

Das Teildiagramm (1) kommutiert, da selbiges nach () fiir

F®-—=K®-—

S

P ®-
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gilt und 3 eine natiirliche Transformation ist.
Das Schlangenlemma (vgl. [Popescu] Cor. 11.9) liefert nach (#) den gewiinschten
[somorphismus

_: Torf(Tr C, —) == Homp(C, —).

Dieser ist natiirlich in C, weil das gesamte Diagramm (#) durch ein C L, ¢ in das
zu C" gehorige abgebildet wird und weil der vom Schlangenlemma gelieferte Morphis-
mus natiirlich gewéahlt werden kann. 0

Ist S ein beliebiger Ring, so bezeichne ich die Kategorie der S-R-Bimoduln mit
S-Mod-R.

(3.4) Lemma: FEs seien X € R-Mod, Y € S-Mod-R und Z € S-Mod. Es ezistiert
ein in XY und Z natiirlicher Homorphismus abelscher Gruppen:

ExtL (X, Homg(Y, Z)) —222

Homg(Tor?(Y, X), Z) -

Ist Z injektiv, so ist dxy.z ein Isomorphismus.

Beweis: Wihle eine exakte Folge

0 K P X 0

mit P € R-Proj. Dann ist
0—Torf(V,X)—=Y @g K—=Y ®@p P
exakt, und in dem kommutativen Diagramm

Hompg(P, Homg(Y, Z)) — Hompg (K, Homg(Y, Z)) — Ext (X, Homg (Y, Z)) —0

Homg (Y ®r P, Z) Homg (Y ®g K, Z) ——Homg(Torf(Y, X), Z)

ist die obere Sequenz exakt; in der unteren gilt i. a. nur sr = 0. Es wird also ein
eindeutiger Homomorphismus

é
Exth(X, Homg(Y, Z)) ——2> Homg(Tor™(Y, X), Z)

induziert, der das Diagramm kommutieren laf3t.

Ist Z injektiv, so ist die untere Zeile im letzten Diagramm sogar exakt und s ist ein
Epimorphismus. Es ist dann dx y 7 ein Isomorphismus.

Das obige Diagramm hétte man offenbar sofort in der Kategorie der Bifunktoren
S-Mod-R x S-Mod — Ab aufschreiben kénnen; deswegen ist die Natiirlichkeit von ¢
in Y und Z klar.

Es sei nun X -2 X’ ein Morphismus in Mod-R und

0 K’ P’ X' 0
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exakt mit P’ € R-Proj. Es wird ein kommutatives Diagramm

0 K P X 0

Pl

0 K’ P’ X' 0

induziert. Man erhalt

Hompg(K,Homg(Y,Z)) — = ExtL(X,Homg(Y,2)) ————=0

HomR(w,HomW Ext}%w,HomSW

Homg (K’ Homg (Y, %)) ————— > Extk (X’ ,Homg (Y, Z)) ———————>0

Sx1.v,z L

Sx.v,z

Homg(Y®RrK,Z) Homg (Torf(Y,X),Z2)
%(Y@Rw,Z) /om;(Torf(Y,qb),Z)
Homg(Y®RrK',Z) Homg (Torf(Y,X"),Z)

und hier kommutiert alles bis auf die rechte Seitenfliche. Durch Diagrammjagd folgt
dann auch deren Kommutativitdt und damit die Natiirlichkeit von ¢ in X. O

(3.5) Lemma: FEs sei X € R-Mod, C € R-mod. Setze S := Endg(TrC). Dann ist
Tr C € S-Mod-R, und es ist Homp(C, X) ein S-Linksmodul vermdge des Ringhomo-
morphismus

S —" > End(Tr C) —2 > (End z(C))°P

(dabei ist v(f) = f fir f € S.) Es existieren in X und I € S-Inj natiirliche
Isomorphismen

Ext}, (X, Homg(Tr C, I)) —~— Homg(Homg(C, X),I) .

Beweis: Die Isomorphismen

Torf(Tr C, X) "X s Hompg(C, X)

aus (3.3) sind natiirlich in C' und daher S-linear: Sei f € S. Zu zeigen ist die
Kommutativitit von

Tor®(Tr C, X) —2* > Homp(C, X)
lTorf(f,X) lHo_mR(Trl(D:X)
Torf(TrC’, X) fox Hompg(C, X)

Sei g € Endg(C) mit g = Tr™'(f). Dann ist

Homp(g, X) = Homp(Tr™'(f),X)  und
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Tory'(Tr g, X) = Tory'(f, X)

und das Diagramm kommutiert, weil « natiirlich in C' ist.
Verwendet man nun (3.4), so erhélt man Isomorphismen

Extp(X, Homg(Tr C, 1)) = Homg(Tor(Tr C, X), I)
=~ Homg(Homp(C, X), I).

Die Natiirlichkeit in [ ist klar; fiir die Natiirlichkeit in X mufl man sich iiberlegen,

daf fiir jede R-lineare Abbildung X 2 X' die Abbildungen Torf(Tr C, ¢) und
Homp(C, ¢) S-linear sind. Dies ist aber einfach; man benutzt, da Tor und Homp,
Bifunktoren sind. 0

(3.6) Lemma: FEs sei S ein beliebiger Ring und U € Mod-R, V € S-Mod-R und
W € S-Mod. Die Abbildung
puvw - U ®@g Homg(V, W) — Homg(Hompg(U, V), W) mit
puvw(u® f)(g) = f(g(w))
fir alle w € U, f € Homg(V,W) und g € Homg(U,V) ist ein in U, V und W

natiirlicher Homomorphismus. Ist U € proj-R, so st pyy,w ein Isomorphismus.

Beweis: Dies kann man einfach nachrechnen. Ist U € proj-R, so schlieft man
wieder wie in (3.1). O

(3.7) Lemma: FEs sei U € mod-R, S = Endg(U) und I € S-Inj. Die Abbildung
o7 :U®gHomg(U, 1) — I mit
u® fr— f(u)
st ein in I natiirlicher Isomorphismus von S-Linksmoduln.

Beweis: Es existiert eine exakte Folge

Py Fo U 0
mit Fy, P, € proj-R. Es ergibt sich
P1 KRR HOHls(U, I)

P() ®R HOHls(U, I)

U ®gr Homg(U, I) —0

PPy,U,I

PPy,U,I lPU,U,I
Homg(Hompg(Py,U), I) —Homg(Hompg(Fy, U), I) —Homg(Hompg(U,U), I) —0

Beide Zeilen sind exakt: die obere, weil das Tensorieren rechtsexakt ist, und die
untere, weil I ein injektiver S-Modul ist. Es folgt: pypr ist ein Isomorphismus.
Weiter hat man

Homg(Hompg(U,U),I) = Homg(S,I) = 1
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Verfolgt man diese Isomorphismen elementweise, so erhélt man gerade die in der
Behauptung angegebene Zuordnungsvorschrift. Die Natiirlichkeit von p folgt dann
aus dieser. 0

(3.8) Lemma: Sei U € mod-R, S = Endg(U). Der Funktor
Homg (U, —) : S-Inj — R-Mod

1st voll-treu.

Beweis: Seien [, I, € S-Inj. Man hat die folgende Kette von Homomorphismen
abelscher Gruppen:

Homg(U,—)

Homg(1y, I5) Hompg(Homg (U, I1), Homg(U, I5))

qu)
Homg(U ®r Homg (U, I1), I5)
NlHomS(UIll’IQ)

Homs(fl, ]2)

(dabei ist @ der bekannte, natiirliche Isomorphismus.) Um zu zeigen, dafl Homg (U, —)
ein Isomorphismus ist, geniigt es nachzurechnen, dafl die Verkettung dieser drei Ab-
bildungen die Identitdt auf Homg (11, I5) ergibt: es sei f € Homg(1q,I5), u € U und
g € Homg (U, I). Es gilt:

®(Homg (U, f))(u® g) = Homg(U, f)(g)(u)
= [(g(u))

und

Homs(oy,', 1)~ (f)(u ® g) = Homs(oy,, I2)(f) (u @ g)
= flon(u®yg))

= f(g(u)).
U

Beachte, dafl der nun folgende Existenzsatz im Gegensatz zu dem aus (6.4) nicht
symmetrisch ist: zu gegebenem Anfangsterm A liefert er keine Auslander-Reiten-
Folge

0 A B C 0.
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(3.9) Satz [Allgemeiner Existenzsatz fir Auslander-Reiten-Folgen]: Es sei C' €
R-mod nicht projektiv; Endg(C) sei lokal. Wie in (3.5) ist Homg(C,C) ein S =
Endg(Tr C)-Linksmodul: S operiert auf Hompy(C, C') vermdége

s-g:=goTr (s

firs € S undg € Homg(C,C). Es sei H := rad Endg(C) mit Bild H in Homz(C, C).
FEs ist dann H ein S-Untermodul von Homp(C,C). Es sei

0 ——Homyp(C,C)/H——1

die S-injektive Hiille von Homp(C,C)/H (vgl. [AndFull], §18).
FEs sei v € Homg(Hompg(C, C), I) die Verkettung

v : Homp(C, O) 22—~ Homy(C,C)/H————~1

Unter dem Isomorphismus aus (3.5) entspricht v einem Element

[n] € Extp(C, Homg(Tr C, I)),

1+ 0—s=Homg(Tr C,I) L+~ B—4~C—0.
n ist eine Auslander-Reiten-Folge in R-Mod.

Beweis: (1) H ist ein S-Untermodul von Homp(C, C'), weil H ein Rechts-Endg(C)-
Untermodul von Hompg(C, C) ist.

(2) 1 spaltet nicht auf: Andernfalls ist [] = 0 in Exty(C, Homg(Tr C, I)) und damit
v =0 in Homg(Homp(C,C), ), d. h.

H = Homp(C, C)

und damit

H+P(C,C) =Homg(C,C),
also existiert h € H und p € P(C, C) mit

h+p= 10.

Wegen 1¢ ¢ H ist p ¢ H. Also ist p ein Isomorphismus, denn H besteht gerade aus
den Nichteinheiten des lokalen Rings Endg(C'); wegen p € P(C, C) existiert dann ein
kommutatives Diagramm

C ? C

NS

P

mit einem P € R-Proj. C wire also ein direkter Summand eines projektiven Moduls
und damit selber projektiv im Widerspruch zur Voraussetzung.
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(3) Es sei L € R-Mod und h € Hompg(L, C') kein aufspaltender Epimorphismus. Dies
bedeutet
Im Homg(C, h) & Homg(C,C),

also, weil Im Hompg(C, h) ein Rechtsideal im lokalen Ring Endg(C) ist,
Im Hompg(C, h) C H,

damit
Im Homy(C,h) C H = Ker(v),

also
Homg(Homp(C, h), I)(v) = v o Homg(C, h) = 0.

Das nach (3.5) kommutative Diagramm
Ext(C, Homg(Tr C, I)) == Homg(Homg(C, C), I)
Ext} (h,Homg (Tr C,I)) lHomS(Ho_mR(C,h),I)
Ext (L, Homg(Tr C, I)) =—=Homg(Homz(C, L), I)

liefert dann

(1] = Ext(h, Homg(Tr C, I))([n]) = 0.

w ist die obere Zeile in dem Pull-back Diagramm

p: 0——Homg(Tr C, I) Y L 0
| L
n:0——=Homg(TrC, ) I.p—2.C 0

Weil p aufspaltet, 148t sich A iiber g liften.
(4) g ist rechts-minimal: Sei h € Endg(B) mit gh = g. Man erhélt ein Diagramm

n:0——=Homg(Tr C, I) ! .p-2-C 0
bk
n:0——=Homg(Tr C, I) I.p—2.C 0

Zu zeigen geniigt, dal j ein Isomorphismus ist. Nach (3.8) existiert t € Homg(7, I)
mit j = Homg(Tr C,t). Wir zeigen: t ist ein Isomorphismus.
Obiges Diagramm liefert zunéchst

Exty(C,5)([n]) = [n];

aus dem kommutativen Diagramm
Ext(C, Homg(Tr C, I)) =—=Homg(Homg(C, C), I)
lExt}z(C,j) lHoms(Ho_mR(C,C),t)

Ext}%(C’, Homg(Tr C, I)) ==Homg(Hompz(C, C), I)
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folgt damit
Homg(Hompg(C, C),t)(v) = v,

also kommutiert
Homgz(C,C)——

1
|
HomR C C) I

Dies induziert wegen H = Ker(v) ein Diagramm

0——Homyp(C,C)/H——1

| |

0——Homp(C,C)/H——1

Da (I,r) eine injektive Hiille ist, und weil ¢r = r injektiv ist, folgt die Injektivitat
von t. Imt ist also isomorph zu I, daher injektiv, und es gilt Im» C Imt¢ C I. Wieder

weil (I,7) eine injektive Hiille ist, folgt Im¢ = I. Insgesamt: ¢ ist ein Isomorphismus.
OJ
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Kapitel 11

Auslander-Reiten-Folgen iiber
Artin-Algebren

84 Funktorkategorien

(4.1) Es sei C eine additive Kategorie (im Sinne von [Popescu]: die Morphismenmen-
gen sind abelsche Gruppen, die Komposition ist bilinear und endliche direkte Summen
existieren).

(1) Man kann C als Verallgemeinerung eines Ringes ansehen; den Linksmoduln ent-
sprechen dann die kovarianten, additiven Funktoren F' : C — Ab. Dieser Zusam-
menhang ist in [Mitchell2] ausfithrlich dargestellt. Es ist also sinnvoll, die Kategorie
dieser Funktoren (zusammen mit den natiirlichen Transformationen als Morphismen)
mit C-Mod zu bezeichnen (ebenfalls benutze ich hin und wieder die schon in Kapi-
tel I eingefithrte Schreibweise [C, Ab] fiir diese Kategorie). Dabei gelten wieder die
Bemerkungen aus (1.1)(3): C ist eine i-Kategorie.

(2) C-Mod ist eine abelsche Kategorie; eine Sequenz

¢

2.2

G—H

in C-Mod ist genau dann exakt, wenn fiir jedes A € C

F(A) -2 G(A) 4~ H(A)

eine exakte Folge abelscher Gruppen ist (vgl. dazu [Popescu|, Theorem 3.4.1 und
3.4.2).
Die Konstruktion direkter Summen geschieht ebenfalls komponentenweise:

(F & G)(A)
(F®G)(f)

F(A)® G(A) fir alle A € C und
F(f)® G(f) fiir alle Morphismen f in C.
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(3) Ist F' € C-Mod ein derartiger 'C-Modul’, so operieren die Morphismen von C auf
[Haec F(A) vermoge

foz=F(f)(z) firze F(A)und A -1 B

(das Symbol [] bezeichnet stets das Coprodukt in der Kategorie der Mengen, also
die disjunkte Vereinigung.) Diese Operation hat, bis auf die Tatsache, daf§ sie nur
partiell definiert ist, die iiblichen Eigenschaften einer Skalarmultiplikation; alle mo-
dultheoretischen Begriffe lassen sich so auf die Elemente von C-Mod iibertragen.

(4) Ein F' € C-Mod heifit endlich erzeugt, falls xq, ..., x, € [Tacc F(A) existieren, so
dafB jedes = € [T4cc F'(A) in der Form

n
$=Zfi'$i
i=1

mit geeigneten Morphismen f; aus C darstellbar ist. {z,...,x,} ist dann ein Erzeu-
gendensystem von F.
Wenn die Kategorie C festgehalten wird, schreibe ich einfach (A, —) fiir den Funktor
Hom¢(A, —) € C-Mod (dabei ist A € C).
(A, —) ist projektiv und endlich erzeugt (ein Erzeugendensystem ist z. B. {14}). Es
gilt: F' € C-Mod ist genau dann endlich erzeugt, wenn ein A € C und eine in C-Mod
exakte Folge

(A, =) ——=F—=0

existiert.

(5) Das Yoneda-Lemma: Man hat einen in F' € C-Mod und A € C natiirlichen
Isomorphismus abelscher Gruppen

Home voa((A, —), F) — F(A).
Dieser ist gegeben durch
t——ta(la) fiir jede natiirliche Transformationt : (A, —) — F.

Ist umgekehrt x € F(A), so ist die korrespondierende natiirliche Transformation
t: (A, —) — F erklart durch:

tg(f) = F(f)(x) fir jedes B € C und jedes f € Hom¢(A, B).

Der Beweis besteht aus einfachem Nachrechnen und steht z. B. in [Mitchelll], Lemma
IvV.2.1.

(6) Ein Unterfunktor von F' € C-Mod ist ein Funktor G' € C-Mod, so dafl G(A) fiir
jedes A € C eine Untergruppe von F(A) ist und die Injektionen iy : G(A) — F(A)
eine natiirliche Transformation G — F liefern.

Ein Unterfunktor ist also eindeutig gegeben durch die Auswahl von Untergruppen
G(A) < F(A) fiir jedes A € C, so dafl

f-x € G(B) fiir jedes © € G(A) und jedes A . B
gilt. Die Unterfunktoren von F' bilden einen Verband.



84 FUNKTORKATEGORIEN 29

(7) Seien F' € C-Mod und z1, ..., 2, € [Tgec F(A). Der von 4, ...,z, in F erzeugte
Unterfunktor ist derjenige Unterfunktor von F', der x1, ..., x, als Erzeugendensystem
hat.

(8) S € C-Mod heifit einfach, wenn S # 0 gilt und S und 0 die einzigen Unterfunk-
toren von S sind.

Ein Unterfunktor M von F' € C-Mod heit mazimal, wenn M # F gilt und M
bzgl. Inklusion maximal mit dieser Eigenschaft ist (oder dquivalent: wenn F//M ein-
fach ist).

(9) Sei F' € C-Mod. Definiere rad F' als den Durchschnitt der maximalen Unterfunk-
toren von F'.
Fir A, B € C gilt

rad(A4, —)(B) = {A . B | 14 — gf ist invertierbar fiir alle B 2> A}
={A . B | 15 — fg ist invertierbar fiir alle B -2~ A}.

Dies ist in [Mitchell2], Lemma 4.1 und 4.2 bewiesen. Man bezeichnet diese Menge
von Morphismen auch mit rad(A, B). O

(4.2) Funktoren auf Krull-Schmidt-Kategorien. (1) Eine Krull-Schmidt-Kate-
gorie C ist eine additive Kategorie, in der zu jedem A € C Objekte Uy,...,U, € C
mit lokalem Endomorphismenring existieren, so daf

AU, -0 U,

gilt.

Man kann zeigen, dafl diese Zerlegung dann bis auf Isomorphie und Reihenfolge der
Summanden eindeutig bestimmt ist (vgl. den Beweis von Proposition 5.4 in [Pierce]).
Weiterhin ist ein U € C genau dann unzerlegbar, wenn End¢(U) ein lokaler Ring ist.
Jedes F' € C-Mod ist offenbar durch seine Werte auf den unzerlegbaren Objekten aus
C und auf den Morphismen zwischen diesen bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.
Krull-Schmidt-Kategorien sind die natiirlichen Verallgemeinerungen von lokalen Rin-
gen.

Im folgenden sei C eine Krull-Schmidt-Kategorie.

(2) Sei U € C unzerlegbar. Dann hat (U, —) genau einen mazximalen Unterfunktor,
ndamlich rad U. Jeder echte Unterfunktor von (U, —) ist Unterfunktor von rad U.

Beweis: Seien F,G verschiedene, maximale Unterfunktoren von (U, —). Dann ist
F+ G = (U,—), also existieren f € F(U), g € G(U) mit f+ g = 1y. Es sind
f,9 € Ende(U) keine Einheiten (sonst ware F' = (U, —) bzw. G = (U, —)); dies ist
aber ein Widerspruch, denn End¢(U) ist lokal.

Nach Zorns Lemma ist jeder echte Unterfunktor von (U,—) in einem maximalen
Unterfunktor enthalten, da (U, —) endlich erzeugt ist. Wegen (U, —) # 0 existiert
also insbesondere ein maximaler Unterfunktor. Dieser ist nach dem obigen eindeutig
bestimmt und féllt deswegen mit rad(U, —) zusammen.
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(3) Es sei S € C-Mod. S ist genau dann einfach, wenn ein unzerlegbares U € C mit
S = (U7 —)/rad(U, _>

existiert.
Es gilt dann S(U) # 0 und S(V') = 0 fiir jedes unzerlegbare V22 U. Desweiteren ist

S(f) = 0 fir jeden Morphismus U 7, X, der kein aufspaltender Monomorphismus
15t.

Beweis: Nach (2) ist (U, —)/rad(U, —) einfach.

Sei nun S einfach. Wegen S # 0 existiert A € C mit S(A) #0. Sei A= U;®---d U,
die Zerlegung von A in unzerlegbare Objekte. Wegen A # 0 ist dann n > 1; wegen

SA)=SU)@---@SWU,) #0

existiert also ein unzerlegbares U € C mit S(U) # 0. Nach dem Yoneda-Lemma

existiert dann ein (U, —) ?, Smit ¢ # 0. Da S einfach ist, muf} ¢ ein Epimorphismus
sein. Der Kern von ¢ ist notwendig maximal, also = rad(U, —) nach (2).

Sei nun V' 22 U unzerlegbar und U v, Fir V % U st gf nicht invertierbar
(sonst existiert V = U mit ¢’ f = 1y, und es folgt (fg' — 1v)fg = fg'fd — fg' =0,
also f¢' = 0 oder f¢g’ = 1y da End¢(V) lokal ist, und damit ist f entweder 0 oder

ein Isomorphismus; beides ist unmdoglich), also ist 1 — g f invertierbar (Ende(U) ist
lokal) und damit f € rad(U, V). Insgesamt:

S(V)=(U,V)/rad(U,V) = 0.
Sei nun U L5 X kein aufspaltender Monomorphismus, sei U ", U. Dann ist
auch fh kein aufspaltender Monomorphismus (andernfalls wére h einer, h wire also
ein Isomorphismus, da End¢(U) lokal ist, und damit wére auch f ein aufspaltender
Monomorphismus im Widerspruch zur Voraussetzung); wie oben sieht man jetzt fh €
rad(U, X) ein.
S(f) : (U,U)/ 1ad(U,U) — (U, X)/ rad(U, X)

ist also die Nullabbildung. OJ

(4.3) k-Kategorien. Es sei k ein kommutativer Ring.

(1) Eine k-Kategorie ist eine Kategorie, deren Morphismenmengen k-Modul-Struk-
turen tragen, so dafl die Komposition von Morphismen k-bilinear wird. Beispiele fiir
k-Kategorien sind Modulkategorien iiber einer k-Algebra.

Seien C,D k-Kategorien. Ein k-Funktor F : C — D ist ein Funktor, der auf den
Morphismenmengen k-lineare Abbildungen induziert.

Die Kategorie dieser k-Funktoren von C nach D wird mit {C,D} bezeichnet. Ist D
eine abelsche Kategorie, so ist auch {C, D} abelsch: Kerne, Cokerne, endliche direkte
Summen etc. werden wie bei Funktorkategorien iiblich komponentenweise gebildet.
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(2) Es sei C eine k-Kategorie. Die Kategorien C-Mod und {C, k-Mod} sind isomorph:
Ist F' € C-Mod, so wird jedes F(X), X € C, ein k-Modul vermoge des Ringhomo-
morphismus

A— F(Alx) @ k— Endz(F(X)).
Ist X -2 Y ein Morphismus in C, so gilt
F(¢p)oF(AMx) =F(poAlyx)=F(Alyo¢)=F(Aly)o F(¢),

also ist F'(¢) bzgl. der eben definierte k-Modul-Strukturen von von F(X) und F(Y)
eine k-lineare Abbildung. Weiter ist

F(\¢) = F(Aly 0 ¢) = F(Aly) o F(¢) = A\F(9),

d. h. F' wird ein k-Funktor.
Ist F > G ein Morphismus in C-Mod, so ist

tX o F()\lx) == G()\lx) 9] tx,
also ist tx : F'(X) — G(X) k-linear und damit auch ein Morphismus in {C, k-Mod}.
Insgesamt haben wir so einen Funktor C-Mod — {C, k-Mod} erhalten. Seine Um-
kehrung besteht einfach im "Vergessen’ der k-Modul-Strukturen: fiir F' € {C, k-Mod},

X €Cund X € k gilt

Im folgenden unterscheiden wir nicht mehr zwischen den Kategorien C-Mod und
{C, k-Mod}.

§5 Einige Dualitdten und der Funktor Tr

(5.1) Definition: Seien C, D Kategorien. Eine Dualitit
D:C—1D

ist ein kontravarianter Funktor, zu dem ein weiterer kontravarianter Funktor
D:D—C

mit
DD’ =21p und D'D=1,

existiert. 0
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Offenbar ist in dieser Situation dann auch D’ eine Dualitét.

Sind C, D additive Kategorien, so ist eine Dualitdit D : C — D von selbst ein
additiver Funktor.

Den folgenden Satz konnte man offensichtlich allgemeiner formulieren, was aber nicht
notig ist. Ich beweise ihn auch nicht.

(5.2) Satz: Seien C, D abelsche Kategorien und

D:C—"D
eine Dualitdt. Es gilt:
(1) Die Sequenz
A-t-p-t-c
ist genau dann exakt in C, wenn
DC—%-DB-DA4

exakt in D ist.

(2) P € C ist genau dann projektiv, wenn D P € D injektiv ist.

(3) S € C ist genau dann einfach, wenn D S € D einfach ist.

(4) U € C ist genau dann unzerlegbar, wenn DU € D unzerlegbar ist.

(5) Ein Morphismus A L. BinC ist genau dann minimal links-fast-aufspaltend,
wenn D f in D minimal rechts-fast-aufspaltend ist. ([l

Der folgende Satz wird uns im Falle eines kommutativen, artinschen Ringes k eine
Dualitdt k-mod — k-mod liefern. Er ist aber auch fiir sich genommen ganz inter-
essant. Betrachtet werden gewisse Endomorphismen der Grothendieckgruppe eines
kommutativen Rings k, die sich zu Endofunktoren der Kategorie der k-Moduln end-
licher Lange anheben lassen:

(5.3) Satz: FEs sei k ein kommutativer Ring. S sei ein Reprdsentantensystem fiir
die Isomorphieklassen einfacher k-Moduln und G := Z[S] sei die Grothendieckgruppe
von k (dies ist die freie abelsche Gruppe mit Basis §). Mit k-el sei die volle Un-
terkategorie der Moduln endlicher Lédnge in k-Mod bezeichnet, und p : k-el — G
sei die natirliche Abbildung, die einem Modul endlicher Linge die Faktoren seiner
Kompositionsreihe zuordnet. Sei f : S — Ny eine Abbildung und f : G — G der
Gruppenhomomorphismus mit f(S) = f(S)S fir alle S € S. Sei E; die injektive
Hiille von @ges S' in k-Mod; betrachte den Funktor

Fy :=Homy(—, Ey) : k-Mod — k-Mod.
Dann gilt:
(a) Fy(k-el) C k-el, und das Diagramm

kel — L kol

P,

G—G
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kommutiert.
(b) Die durch den Einsetzungshomomorphismus gegebene natirliche Transformation

tllk_el —>Ff2

ist genau dann surjektiv, wenn Im f C {0,1} gilt und genau dann injektiv, wenn
Im f C N gilt.

Beweis: (a) Sei M € k-el. Durch Induktion nach der Lénge 1,(M) von M zeige
ich, dal F¢(M) endliche Liinge hat und p(Fy(M)) = f(p(M)) gilt.

Der Fall (M) = 0 ist klar. Gelte nun 1(M) = 1.

Im ersten Fall nehme ich Fy(M) = 0 an. Sei S € S der einfache Modul aus S mit
M = S. Dann ist f(S) = 0, denn andernfalls wiirde die Injektion S — Ej ein
Element # 0 in F;(M) induzieren. Wir haben also p(F¢(M)) =0 = f(9)S = f(9) =
F(p(M)).

Im zweiten Fall sei Fy(M) # 0. Sei ¢ € Fy(M)\ {0}. Da @ges S/ grofl in E; ist,
gilt (M) N Bges ST # {0}; weil M einfach ist, muB ¢ injektiv sein, also ist ¢(M)
einfach mit ¢(M) C @ges S/, Also existiert S € S mit f(S) # 0 und M = S. Sei
T €S\ {S} und @ges S XL T/ die natiirliche Projektion. Wegen T % M ist
pro¢ =0. Also ¢(M) c S/ und

Fy(M) = Homy (S, $'®)) = Homy(S, 5)/9.

Sei z € S\ {0}. Ist ¢ € Homg(S,S), so existiert A € k mit ¢(z) = Az wegen
S = kx, und es folgt ¢ = Alg. Mit m = Ann(S) gilt m Homg(S,S) = 0 und daher
I,(Homy (S, S)) = dimy/m(Homy, (S, S)) = 1, also

Homy(S,5) = k/m= 8.
Damit hat Fy(M) endliche Lénge, und es gilt
p(Fy(M)) = p(57®)) = [(5)S = [(S) = [(p(M)).

Nun gelte (M) > 1. Es existiert ein einfacher Untermodul N von M. Da E; injektiv
ist, ist
0—— Fy(M/N) —= Fy (M) —= F{(N) —0

exakt, und wegen 1(N),1(M/N) < (M) folgt mit der Induktionsvoraussetzung
(Fp(M)) = I(Fy(M/N)) +1(Ff(N)) < o0
und

Fp(M)) = f(p(N) + p(M/N))
Fp(N) + f(p(M/N))
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(b) Zunéchst die Aussage iiber die Surjektivitét:

7«<" Wieder durch Induktion nach 1(M); der Fall 1(M) = 0 ist klar. Sei nun 1(M) = 1.
Es gibt S € S mit S = M. Ist f(S) = 0, so ist nach (a) auch Fy(M) = 0, also
F7(M) = 0 und ty ist surjektiv. Gelte nun f(S) = 1. Es ist Fy(M) = S nach dem
Beweis von (a), also F7(M) = S. Wegen der Einbettung S — Ej ist ty injektiv
und damit surjektiv.

Nun der Fall [(M) > 1. Wiéhle wieder einen einfachen Untermodul N von M. In
dem kommutativ-exakten Diagramm

0 N M M/N——>0

l/tN lt]y[ lth/N

0— F3(N) — F2(M) —~ F}(M/N) —>0

sind ¢y, tyr/n nach Induktionsvoraussetzung surjektiv, also auch t;.

=" Gelte f(S) > 1 fiir ein S € S. Nach (a) ist Fy(S) = S also F}(S) = S1(8)”
und wegen 1(F7(S5)) > 1(S) kann tg nicht surjektiv sein.

Nun zur Injektivitét:

"= Aus f(S) =0 fiir ein S € S folgt F7(S) = 0, also kann g nicht injektiv sein.
7<" Wieder beginnen wir mit einem einfachen Modul M. Wegen f(S) # 0 gilt
nach (a) Fp(M) # 0; jedes ¢ € Fp(M)\ {0} ist aber injektiv: daher ist ¢); injektiv.
Den Induktionsschritt konnen wir ganz genauso wie im Fall der Surjektivitat durch-
fiithren. 0J

Den Teil (1) des folgenden Korollars findet man in [AndFull], Ex. 23.8.

(5.4) Korollar: Sei k ein kommutativer Ring, S ein Reprdsentantensystem fir die
Isomorphieklassen der einfachen k-Moduln und E die injektive Hiille von @ges S-
(1) Es ist D = Homy(—, F) eine Dualitat der Kategorie der k-Moduln endlicher Léinge
auf sich.

(2) Ist k artinsch, so ist D = Homy(—, E') eine Dualitdt

D: k-mod — k-mod.

(5.5) Definition: Eine Artin-Algebra A ist eine Algebra iiber einem kommutativen,
artinschen Ring k, die als k-Modul endlich erzeugt ist. 0

Oder &quivalent: ein Ring, der als Modul iiber seinem Zentrum endlich erzeugt ist,
und dessen Zentrum ein artinscher Ring ist.

Im Rest dieses Paragraphen sei A eine Artin-Algebra iiber dem kommutativen, artin-
schen Ring k.

Eine Artin-Algebra A ist insbesondere ein links- und rechtsartinscher Ring, besitzt
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jedoch noch mehr Struktur: wir kénnen die Dualitit
D; : k-mod — k-mod
aus (5.4) ausnutzen, um zu einer Dualitét
Ds : mod-A — A-mod
zu gelangen:

(5.6) Es sei Dy = Homy,(—, E) die Dualitét aus (5.4).
Offenbar liefert D; einen kontravarianten Funktor

Homg(—, F) : Mod-A — A-Mod

Weil ein A-Modul genau dann als A-Modul endlich erzeugt ist, wenn er als k-Modul
endlich erzeugt ist und wegen D;(k-mod) C k-mod erhalten wir so einen kontravari-
anten Funktor

Dy : mod-A — A-mod.

Ganz analog ergibt sich ein kontravarianter Funktor
D5 : A-mod — mod-A.

Nun geniigt es nachzurechnen, dafl die natiirliche Transformation ¢ aus (5.3) tatséch-
lich aus A-linearen Abbildungen besteht; dies ist aber einfach. Wir erhalten: D, und
D, sind zueinander inverse Dualititen. U

Wir kénnen nun diese beiden Dualitéiten zu einer Dualitdt von Funktorkategorien
anheben. Die so entstehende Dualitat D3 ist das wesentlich Hilfsmittel im Beweis des
Existenzsatzes fiir Auslander-Reiten-Folgen im néchsten Paragraphen.

Die Kategorie {A-mod, k-mod} ist eine volle Unterkategorie von {A-mod, k-Mod}
und kann daher nach (4.3)(2) als volle Unterkategorie von [A-mod, Ab] aufgefafit
werden. Diese Unterkategorie hat die folgende Eigenschaft: Ist

0 F G H 0

eine exakte Folge in [A-mod, Ab], so gilt
G € {A-mod, k-mod} <= F, H € {A-mod, k-mod}.

Insbesondere ist {A-mod, k-mod} eine abelsche Kategorie.
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(5.7) Lemma: Die Zuordnung
F+——DjoF oD
liefert eine Dualitdt
Dj : {mod-A, k-mod} — {A-mod, k-mod}.

Beweis: Auf den Morphismen in {A-mod, k-mod} (das sind natiirliche Transfor-
mationen ¢t : F' — G) ist D3 wie folgt erklért:

D3(t)x := Di(tp, x) fiir jedes X € mod-A
Die zu D3 inverse Dualitéit Dj ist gegeben durch
G +— DioGoD,.

Dieses 1af3t sich leicht nachrechnen. OJ

In (1.5) hatte ich Tr M fiir jedes M € A-mod mittels einer willkiirlich gew&hlten pro-
jektiven Auflosung konstruiert. Das hatte zur Folge, dafl Tr M als Objekt nur in der
Kategorie mod-A bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt war, denn es gibt bei endlich
prisentierten Moduln iiber beliebigen Ringen keine kanonische projektive Auflosung.
Das ist nun anders: Weil A artinsch ist, besitzt jeder A-Modul eine projektive Hiille
(vgl. [AndFull], Cor 28.8); wir kénnen also Tr M stets mit einer minimalen projekti-
ven Auflésung von M in A-mod berechnen.

Zunéchst ein Hilfssatz (dessen Voraussetzung zu eng ist; es wiirde eine additive Ka-
tegorie mit aufspaltenden Idempotenten ausreichen).

(5.8) Lemma: Sei C eine abelsche Kategorie,

X—1-Pay—0

sei exakt in C und P projektiv. Dann existiert ein Isomorphismus g und ein Epimor-
phismus [, so daf$ folgendes Diagramm kommutiert:

!

X PaY 0
o) H
Prex 2. pgy 0

Beweis: Seien PY 25 Pund P -5 P Y sowie P@Y —— Y die natiirlichen
Abbildungen. Da P projektiv ist, existiert P 5 X mit fk = q. Es folgt pfk =

pq=1p,also X =Imk @ Kerpf. Setze X' := Kerpf; es sei X’ 2, X die Inklusion.

Weil k£ ein Monomorphismus ist, ist P& X’ "9 X ein Isomorphismus mit fo(k,j) =

(fE, f3) = (q, fj), wegen po(q, fj) = (pg, pfj) = (1p,0) und so(q, fj) = (sq,sfj) =
(0,5f7) =: (0, f') gilt dann fo (k,j) =1p @ f'. O
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(5.9) Der Funktor Tr. Fiir jedes M € A-mod sei Tr M € mod-A der nach (1.5) mit
einer minimalen projektiven Auflésung von M berechnete A-Modul. Ebenso werde
Tr L fiir L € mod-A mit minimalen projektiven Auflésungen berechnet.

(1) Fir M € A-mod hat Tr M keinen projektiven Summanden # 0.
Beweis: Es gelte Tr M = P @ Y mit einem P € proj-A. Sei

p—1-p, M 0

die minimale projektive Auflosung von M. Mit (5.8) ergibt sich

pr—L . pr Tr M 0

| o o

p—YspPe . pay

0

Weil die untere Zeile exakt ist, gilt dabei £k = 0. Anwendung von —* liefert:

&

Pl** f** P(Sk*

o,k

P P,

Der Kern der obersten Abbildung kann nur dann klein in P* @ Q* sein, wenn P* = 0,
also P = P** = 0 gilt.

(2) Fir My, My € A-mod gilt Tr(M; & Ms) = Tr My & Tr My in mod-A.

Beweis: Wir wissen nach (1.5), da8 Tr : A-mod — mod-A ein additiver Funktor
ist. Also gilt Tr(M; & Ms) = Tr My @ Tr M, in mod-A. Hieraus folgt nach (1.4) die
Existenz von P, Q) € proj-A mit

Te(M; & My) @ P=Ter My @ Tr My & Q

in mod-A. mod-A ist eine Krull-Schmidt-Kategorie, da A rechts-artinsch ist; nach (1)
haben weder Tr(M; @ M;) noch Tr My @ Tr M, projektive Summanden. Also folgt

Tl"(Ml D Mg) =Tr M1 D Tr M2

in mod-A.
(3) Ist M € A-mod nicht projektiv, so ist Tr M # 0.
Beweis: Nach (1.5) und (1.4) existieren P, Q € A-proj mit

MeP=TrTrM & Q.

Aus Tr M = 0 wiirde Tr Tr M = 0 folgen; damit wéare M projektiv.
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(4) Ist M € A-mod unzerlegbar und nicht projektiv, so ist Tr M unzerlegbar.

Beweis: Nach (3) ist Tr M # 0. Nehmen wir TrM = A& B mit A, B € mod-A,
A,B # 0 an. Nach (1) haben A und B keine projektive Summanden # 0, also
Tr A, Tr B # 0 nach (3). Wie oben existieren P, Q) € proj-A mit

MeP=2TrTr M & Q
=Tr(AeB)®Q
2TrAeTr B Q.

Da auch Tr A, Tr B keine projektiven Summanden # 0 haben, miiite M zerlegbar
sein, im Widerspruch zur Voraussetzung. 0

§6 Der Existenzsatz

In diesem Paragraphen sei wieder A eine Artin-Algebra iiber dem kommutativen,
artinschen Ring k.

Den Beweis fiir die Existenz von Auslander-Reiten-Folgen in A-mod, wie ich ihn hier
vorstelle, findet man in [JensLenz|, Theorem 12.45, und in [Lenzing].

Wesentliches Beweismittel ist der folgenden Satz (beachte: A-mod ist eine abelsche
Krull-Schmidt Kategorie).

(6.1) Satz: FEs sei C eine abelsche Krull-Schmidt Kategorie, es sei C € C unzerlegbar
und nicht projektiv.
(1) Ist

f g

n:0 A B C 0

eine Auslander-Reiten-Folge in C, so ist der von [n] in Exti(C,—) erzeugte Unter-
funktor einfach.

(2) Ist S ein einfacher Unterfunktor von Exty(C,—), so ezistiert ein (bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmtes) unzerlegbares A € C mit S(A) # 0. Waihlt man
[n] € S(A) \ {0}, so ist

f g

n:0 A B C 0

eine Auslander-Reiten-Folge in C.

Beweis: (1) Man kann in jeder abelschen Kategorie Ext-Funktoren definieren,
vgl. [Mitchelll], Ch. VII. Die dort angesprochenen mengentheoretischen Schwierig-
keiten treten hier nicht auf, weil sich das zugrundeliegende Universum I stets so grof3
wiahlen 1a8t, dafl die Ext-Mengen Elemente von 4 bleiben.
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Bezeichne den von [n] in Ext}(C, —) erzeugten Unterfunktor mit C - []; es gilt

C - [n] (X) = {Exte(C, ¢)([n]) | ¢ € Home (A, X)}
={¢-[n] | ¢ € Home(A, X)}

fiir jedes X € C. Sei A %, X ein Morphismus in C. Ist ¢ kein aufspaltender
Monomorphismus, so existiert B = X mit yf = ¢, weil n eine Auslander-Reiten-
Folge ist. Wir bilden das Push-out-Diagramm

1

J0) X——=Y—">(C—=0

Nach dem Homotopielemma existiert C' 5 Y mit 51 = 1¢; also spaltet p auf und
es gilt
¢-[n] = [p] = 0.

Ist jedoch ¢ ein aufspaltender Monomorphismus, so existiert X 5 A mit V) = 1y,
und es folgt ¢ - (6 [n]) = [1).

Insgesamt ist also jeder Unterfunktor von C-[n], der ¢-[n] enthélt, entweder = 0 oder
= C - [n]; wegen [n] # 0 ist C - [n] # 0 und damit ist dieser Funktor einfach.

(2) Nach (4.2)(3) existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes unzerlegbares
A€ C mit S(A) #0. Ist ¢ : A — X ein Morphismus in C, der kein aufspaltender
Monomorphismus ist, so gilt S(¢) = 0 wieder nach (4.2)(3); im Push-out-Diagramm

n:0 A B C 0
Pl
w0 X Y C 0

hat man also [u] = Ext}(C, ¢)([n]) = S(¢)([n]) = 0, d. h. u spaltet auf und ¢ laBt
sich iiber f auf B fortsetzen. O

Um diesen Satz spéiter anwenden zu konnen, miissen wir uns zunéchst
1 _ 1 _ 1
Ext)_noa = Exty_yvoq = Exty
klarmachen: der Grund ist, dafl in einer kurzen exakten Sequenz

0 X Y A 0

mit X und Z auch Y in A-mod liegt.
Wir konzentrieren uns nun darauf, einen einfachen Unterfunktor von Extp(C, —) zu
finden.
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(6.2) Lemma: Ist M € mod-A, so gilt D3 (M, —) = M ®, —.

Beweis: Es existiert eine exakte Folge
A" ——= M —0.

Fir X € A-mod ist dann Homy (M, X) ein k-Untermodul von Homy (A™, X) = X™;
dieser Modul ist iiber k£ endlich erzeugt, und weil k& noethersch ist, ist damit auch
Homy (M, X) € k-mod. Es ist M ®, X ein epimorphes Bild des endlich erzeugten
k-Moduls A™ ®4 X = X™ und damit selber endlich erzeugt iiber k. Also gilt

(M, —) € {mod-A, k-mod} und M ®j — € {A-mod, k-mod},
insbesondere D?(M ®5 —) = M ®, —. Es folgt
Da(M, ) (X) = Dy o(M,—) o D} (X)
= Dy (Hom, (M, Homy (X, E)))
=~ D, (Homy (M @, X, E))
=M ®) X,

und die beiden auftretenden Isomorphismen sind natiirlich in X (und in M), liefern
daher (natiirliche) Isomorphismen von Funktoren. O

(6.3) Lemma: Ist M € mod-A unzerlegbar, so hat der Funktor M@, — € [A-mod, Ab]
einen kleinsten Unterfunktor S; es gilt S(Dgy M) # 0.

Beweis: Essei T := (M, —)/rad(M, —) € {mod-A, k-mod}. Zeige: S := D3 T ist
der kleinste Unterfunktor von M ®, —. Nach (4.2)(3) gilt T'(M) # 0, also S(Dy M) =
D,(T(D, Dy M)) =2 Dy(T(M)) # 0. Sei nun

0—=F——=M ®\ —

exakt in [A-mod, Ab] mit F' # 0. Es ist dann F' € {A-mod, k-mod}, und

(Ma_) DgF 0

ist exakt. Weil rad(M, —) nach (4.2)(2) der grofite Unterfunktor von (M, —) ist,
liefert der Homomorphiesatz wegen Dy F' # ( ein kommutativ-exaktes Diagramm

(M7_> DiISF 0

N
|
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was wiederum
0—=F——M ®p —

L

S

|

0
induziert. Also ist S der kleinste Unterfunktor von M @, —. O

(6.4) Satz [Existenz von Auslander-Reiten-Folgen in A-mod]: (1) Ist C' € A-mod
unzerlegbar und nicht projektiv, so existiert eine Auslander-Reiten-Folge

0—=DyTr C B C 0.

(2) Ist A € A-mod unzerlegbar und nicht injektiv, so existiert eine Auslander-Reiten-
Folge

0—A——>B——=TrD, A—0.

Beweis: (1) Es sei P, P, C 0 eine minimale projektive Auflésung
von C. Aus dem Diagramm

0 N P, (‘7 0

Pp®——sP®@———=TrC® ——>0

Weil f surjektiv ist, ist (f, —) injektiv; das Fiinferlemma liefert also eine Injektion
0—Ext}(C, —)—=TrC ® —; da C nicht projektiv ist, ist Exty(C, —) # 0; weil
C zusitzlich unzerlegbar ist, ist Tr C' nach (5.9)(4) ebenfalls unzerlegbar. Also enthélt
Ext) (C, —) den von (6.3) gelieferten kleinsten Unterfunktor S von TrC' @ —. S ist
natiirlich einfach, und weil Dy Tr C' unzerlegbar ist mit S(Dy Tr C') # 0, folgt die Be-
hauptung aus (6.1).

(2) Dies folgt aus (5.2) und (1): man ersetzt zuerst in (1) A durch A°P (es ist AP wie-
der eine Artin-Algebra); wendet diese Aussage dann auf den unzerlegbaren, nicht pro-
jektiven A°P-Linksmodul Dy A an und dualisiert die entstehende Auslander-Reiten-
Sequenz anschliefend nocheinmal mit Dy, um eine solche in A-mod zu erhalten. [J



42 DAs COXETERPOLYNOM IM ERBLICHEN FALL

Kapitel 111

Das Coxeterpolynom im erblichen
Fall

§7 Graphentheoretische Sprechweisen

In diesem Paragraphen werden nur einige Definitionen getroffen, die sich auf Kocher
und Graphen beziehen.

(7.1) K6cher. (1) Ein Kdcher T ist ein Tupel I' = (VI ET, o, w), bestehend aus
endlichen Mengen VI, EI"' und Abbildungen «: EI' — VI', w: EI' — VI'. Die
Elemente von VI' heiflen die Punkte von I', diejenigen von EI sind die Pfeile von T'.
a(e) ist der Anfangs- und w(e) der Endpunkt des Pfeils e € EI'. Ein Punkt und ein
Pfeil heiflen inzident, wenn der Punkt Anfangs- oder Endpunkt des Pfeils ist. Ein
Pfeil mit demselben Anfangs- und Endpunkt heifit Schlaufe.

(2) Der Kocher IV = (VIV,EI",o/,«') ist ein Teilkicher von I', wenn EIY C ET,
VIV € VI und o = algr, ' = w|gr gilt.

(3) Ist My € VI' und My C ET', M := My 11 My, so sei ' \ M der groBte Teilkocher
[V = (VI",El", o/, ') von I mit VIV = VI'\ M, und EI” C ET"\ M;.

Der von My C VI erzeugte volle Teilkocher ist I'\ (VI'\ My).

(4) Zwei Kocher T'y = (VI ET'y, aq,wq), Ty = (VIy, ET'g, a9, ws) heilen isomorph,
falls bijektive Abbildungen Vf : VI, — VI, Ef : ET; — ED, mit as o (Ef) =
(Vf)oas und wy o (Ef) = (Vf) o wy existieren. f = (Vf,Ef) : I’y — I'y ist in

diesem Fall ein Isomorphismus von Kdchern.

(5) Die Matrix Ar := (agp)(g,p)evrxvr mit
agp = #{e € BT | a(e) = p und w(e) = g}

(beachte: ag, zéhlt tatséchlich die Pfeile von p nach ¢ !) heiit die Adjazenzmatriz
des Kochers I' (sie ist nur bis auf Numerierung der Punkte von I', d. h. bis auf
Konjugation mit einer Permutationsmatrix bestimmt).
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(6) Ein Weg w in T ist eine Folge w = (qley,...,e1|lp) mit p,g € VI, n € Ny
und e; € ET fiir jedes i € {1,...,n}, so dafl gilt a(e;) = p, w(e;) = aleyq) fiir
ie{l,...,n—1} und w(e,) = q. p ist der Anfangs- und ¢ der Endpunkt von w; man
sagt auch: w ist ein Weg von p nach ¢. [Man wihlt diese Reihenfolge der Pfeile, um
die Schreibweise der Komposition von Abbildungen zu imitieren.] Die Zahl n ist die
Léinge von w. Fiir jeden Punkt p € VI" hat man also insbesondere den zu p gehorigen
Punktweg w, := (p||p) der Lange 0, dessen Anfangs- und Endpunkt p ist.

(7) Ein Zyklus in T ist ein Weg w mit positiver Lange, dessen Anfangs- und Endpunkt
iibereinstimmen.

(8) Sind v = (qlen, ..., e1]lp) und w = (p|fum, - .-, f1|r) Wege in T', so ist die Komposi-
tion von v und w der durch vw := (qlep, ..., €1, fm, ..., f1|r) erklarte Weg.
Das Komponieren von Wegen ist in offensichtlichem Sinne assoziativ.

(9) Die Elemente von VI'\ w(ET") sind die Quellen und diejenigen von VI'\ a(ET)
die Senken von I'. Ist jeder Punkt von I' eine Quelle oder eine Senke, so sagt man, I"
sei bipartit. O

(7.2) Die Wegealgebra eines Kochers. Sei I' = (VI ET', o, w) ein Kocher ohne
Zyklen und k ein Korper. Die Wegealgebra k[T'] zu T iiber k hat die (endliche) Menge
der Wege in I' als Basis des zugrundeliegenden k-Vektorraumes. Die Multiplikation
ist auf Basiselementen durch die Komposition von Wegen gegeben; sind v, w Wege
in I' mit w(w) # a(v), so wird vw := 0 gesetzt. Die bilineare Fortsetzung dieser
Verkniipfung auf ganz k[I'] liefert offenbar eine assoziative Multiplikation.

Es ist also k[I'] eine endlichdimensionale, assoziative Algebra iiber k£ mit Einselement:

es gilt Ty = > evr Wy O

(7.3) Multigraphen. (1) Ein Multigraph G ist ein Tupel G = (VG,EG,7), be-
stehend aus endlichen Mengen VG,EG und einer Abbildung 7: EG — 2V¢ mit
1 < #m(e) <2 fiir alle e € EG. Es sind die Elemente von VG die Punkte und die
von EG die Kanten von G. Eine Kante e € EG mit #m(e) = 1 heifit Schlaufe. Die
Punkte p,q € VG heiflen adjazent, falls ein e € EG mit w(e) = {p, ¢} existiert; in
diesem Fall heiflen e und p bzw. e und ¢ inzident.

(2) Die Adjazenzmatriz eines Multigraphen G ist die symmetrische Matrix Ag :=
(agp) (@ p)evaxve mit aq, = ##{e € EG | 7(e) = {q, p}}.

(3) Der Multigraph G' = (VG', EG', 7') ist ein Teilgraph von G = (VG,EG, ), falls
VG C VG, EG' C EG und 7' = 7|ge gilt.

(4) Ist My C VG und My C EG, M := My 11 M, so sei G\ M der grote Teilgraph
G' = (VG',EG',7") von G mit VG' = VG \ My und EG' C EG \ M;.

Der von My C VG erzeugte volle Teilgraph ist G\ (VG \ Mp).

(5) Ist G ein Multigraph und sind p,q € VG, so ist ein Weg von p nach ¢ eine Folge
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(Pnlenlpn_1] - -|p1leilpo) mit po,...,pn € VG, po = p, pn = q und ey, ..., e, € EG,
so daB 7(e;) = {pi_1,p:} fiir jedes i € {1,... ,n} gilt. Die Linge eines solchen Weges
ist n.

Der Weg (pnlen|pn—1|---|pileilpo) heiBt Kreis, falls pg = p, gilt und es kein i €
{0,... ,n— 2} mit p; = p; 4o gibt.

Ein einfacher Kreis ist ein Kreis (p|e,|pn_1] - - - |p1]e1|p) der Lange n > 1 mit paarweise
verschiedenen Punkten p,pi,...,p,—1. (Beachte: eine doppelte Kante ist also kein
einfacher Kreis; eine Schlaufe aber schon.)

(6) Wir nennen zwei Punkte p,q € VG eines Multigraphen G verbunden, falls ein
Weg von p nach ¢ existiert. "Verbundensein’ ist offenbar eine Aquivalenzrelation auf
VG. Die von den Aquivalenzenklassen erzeugten vollen Teilgraphen von G sind die
Zusammenhangskomponenten von G, und G heifit zusammenhdngend, falls er nur aus
einer Zusammenhangskomponente besteht.

(7) Die Multigraphen G; = (VG1,EGq,m) und Gy = (VGy, EGa,ms) heiflen iso-
morph, falls Bijektionen Vf : VG; — VG, und Ef : EG; — EG, existieren, so
daB fiir jedes e € EGy gilt: mo(Ef(e)) = Vf(mi(e)).

(8) Der Multigraph G heifit Multiwald, falls er keinen einfachen Kreis enthilt, und
Multibaum, falls er zusétzlich zusammenhéngend ist.

(9) Sei I' = (VI',ET', a,w) ein Kocher. Der Multigraph G = (VG,EG, 7) mit VG =
VI, EG = ET" und n(e) = {a(e),w(e)} fiir jedes e € EG ist der I' zugrundeliegende

Multigraph. Man sagt auch: I' ist eine Orientierung von G. Der I' zugrundeliegende
Multigraph wird mit I'" bezeichnet.

(10) Der Kécher T heifit zusammenhingend, wenn T' zusammenhiingend ist; die Zu-
sammenhangskomponenten von I' sind die von den Punktemengen der Zusammen-
hangskomponenten von I' erzeugten vollen Teilkocher von I'.

(11) Der Grad des Punktes p im Multigraphen G ist die Anzahl der mit ihm inzidenten
Kanten; ist dieser grofer als 1, so ist p ein Verzweigungspunkt von G. 0

§8 Die Coxetertransformation

Es wird zunéchst die Coxetertransformation fiir endlichdimensionale Algebren end-
licher globaler Dimension iiber einem festen algebraisch abgeschlossenen Korper k
vorgestellt (‘endlichdimensional’ bedeutet dabei immer: als k—Vektorraum); an-
schlieend wird konkreter der erbliche Fall, d. h. der Fall der in (7.2) eingefithrten
Wegealgebren, diskutiert.

(8.1) Cartan- und Coxetermatrizen. Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra
von endlicher globaler Dimension (zum Begriff der globalen Dimension vgl. z. B.
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[JensLenz|, S. 369 f.). Es seien Si,...,5, € A-mod die einfachen A-Linksmoduln.
Bezeichne die Grothendieckgruppe von A mit Kq(A) und die natiirliche Abbildung
A-mod — Ky(A) mit M +— [M]. Dann ist Ko(A) eine freie abelsche Gruppe vom
Rang n, und zwar ist {[Si],...,[S,]} eine Basis von Ky(A).

Fiir M € A-mod bezeichne P(M) bzw. I(M) die projektive bzw. die injektive Hiille
von M in A-mod. Definiere die Zahlen c¢;; durch

[P(S;)] = cij[Si] fir jedes 7 € {1,... ,n}.
i=1
Es gilt dann:
[1(S:)] = e[S fir jedes i € {1,... ,n}.
=1

Man nennt die n x n-Matrix C} := (¢;;) die Cartanmatriz von A.
Weil A endliche globale Dimension hat, sind auch {[P(Sy)],...,[P(S,)]} und
{[1(S1)], ..., [I1(Sn)]} Basen von Ko(A). Durch die Festsetzung

[P(S;)] — —[1(Sy)], i=1,...,n,
wird daher eine Z-lineare Abbildung
q)AI Ko(A) — Ko(A)

erklart, die Cozetertransformation von A. Die zu ®, beziiglich der Basis [S], ..., [S,]
gehorige Matrix, ebenfalls mit ®, bezeichnet, ist die Coxetermatriz von A. Es gilt
o, = —'C,Cr,

wie man direkt an den Definitionen von ®, und C abliest.
Das charakteristische Polynom X, (T") := |T'[ — ®,| der Coxetertransformation ist das
Coxeterpolynom von A. (l

Den engen Zusammenhang von Auslander-Reiten-Translation und Coxetertransfor-
mation zeigt z. B. der folgende Satz (vgl. [Ringel], S.75). Man nennt eine Algebra
erblich, wenn ihre globale Dimension < 1 ist.

(8.2) Satz: Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra; wir setzen voraus, daff A
erblich ist. T bezeichne die Auslander-Reiten-Translation in A-mod. Dann gilt fir
jedes unzerlegbare, nicht projektive M € A-mod:

[rM] = @4[M], .

Die Coxetertransformation beschreibt also die Auslander-Reiten-Translation auf der
Ebene der Grothendieckgruppe.

Eine Eigenschaft des Coxeterpolynoms kénnen wir bereits an dieser Stelle festhalten
(vgl. etwa [A’Campo)):
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(8.3) Bemerkung: Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra von endlicher globaler
Dimension. Das Coxeterpolynom X von A ist selbstreziprok, d. h. mit n := grad(X,)
qilt

XA(T) =T" XA(1/T).

Beweis: Sei C die Cartanmatrix von A. Man hat

Xa(T) = |TT+'CC™Y
= el |rtectc + 1| 1071
=|T'C7'C + 1
=|T'CC™' + 1
=T"|'CC™' + (1/T)I

=T XA(1/T). .

Ein Ziel dieses Kapitels ist die formelméflige Beschreibung des Coxeterpolynoms von
Wegealgebren in Abhéingigkeit vom zugrundeliegenden Koécher. Das Interesse an
Wegealgebren verdeutlicht der folgende Satz (vgl. [Gabriel2]): mit der Untersuchung
von Wegealgebren erledigt man bereits den Fall beliebiger erblicher Algebren.

(8.4) Satz: Sei A eine endlichdimensionale, erbliche k-Algebra. Dann ist A Morita-
dquivalent zu der Wegealgebra eines zykelfreien Kochers T, der effektiv aus A bere-
chenbar ist. Insbesondere stimmen die Cozetermatrizen und -polynome von A und

k[[] dberein. O

(8.5) Cartan- und Coxetermatrizen von Wegealgebren. Es sei I' = (VI',ET,
a,w) ein zykelfreier Kocher mit Wegealgebra k[I'].

(1) Die Elemente w, mit p € VI' (vgl. (7.1)(6)) bilden ein vollstédndiges System pri-
mitiver orthogonaler Idempotenter in k[I']. Die k[I'|w, sind daher ein Reprisentan-
tensystem fiir die Isormorphieklassen unzerlegbarer projektiver k[I']-Links-Moduln,
und ihre Radikalfaktormoduln sind paarweise nicht-isomorph und représentieren die
einfachen k[I']-Links-Moduln. Wir kénnen als Indexmenge fiir die in (8.1) definierten
Matrizen daher stets VI' x VI verwenden.

(2) Fiir die Cartanmatrix gilt

Ciiry = (#{Wege von p nach q})(gpevrxvr.

Insbesondere héngt Cyr) und damit auch @) und Xjry nur von I', nicht aber von dem
algebraisch abgeschlossenen Korper k ab, so dafl man von Cartan- und Coxetermatrix
sowie Coxeterpolynom des Kochers I' sprechen und Cr := Cyy, ®r = Py und
Xr = Xi[r] definieren kann.
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(3) Sind ¢,p € VI verschieden, so kann man die Anzahl der Wege von p nach ¢ so
bestimmen: fiir jedes » € VI' multipliziert man die Anzahl der Wege von p nach r
mit der Anzahl der Pfeile von r nach ¢ und summiert alle diese Zahlen auf.

Ist also Ap := (agp)@gpevrxvr die Adjazenzmatrix und Cr = (cgp)(gp)evrxvr die
Cartanmatrix von I, so gilt

Z e = cqyp falls ¢ # p,
eV R 0 falls ¢ = p.

Wegen ¢,, = 1 fiir alle p € VI folgt dann (mit der VI' x VI-Einheitsmatrix 1)
ArCr = Cr — 1, also
Cpl=1-— Ap.

(4) Ein Twist-Weg in T ist eine Folge t = (qley, ..., e1|p) mit p,g € VI', n € N und
e; € ET fiir jedes i € {1,... ,n}, so daB (w(en—1)|en—1,...,e1|p) ein Weg und e,, ein
Pfeil von ¢ nach w(e,_1) ist. (Im Fall n = 1 soll das bedeuten, dafl t = (¢|e1|p) nur
aus einer Kante e; von g nach p besteht.) Es ist also ¢ ein "Weg’ von p nach ¢, dessen
letzter Pfeil 'verkehrt’ durchlaufen wird. Nennen wir n die Linge des Twist-Weges ¢,
so hat damit jeder Twist-Weg mindestens die Léange 1.

Die Anzahl der Twist-Wege von p nach ¢ l&8t sich wieder wie folgt berechnen: Man
multipliziert fiir jedes » € VI' die Anzahl der Wege von p nach r mit der Anzahl
der Pfeile von ¢ nach r und summiert. Hieraus folgt (wegen ®p = —'CrCpt =
—tCF([ - AF) == tCFAF - th)I

Or = (#{Twist-Wege von p nach ¢} — #{Wege von p nach q})@p.gevrxvr

Diese anschauliche Interpretation der Eintrdge der Coxetermatrix wird spéter sehr
hilfreich sein.

(5) Sei T der I' zugrundeliegende Multigraph. Sind p,q € VI in T nicht verbunden,
so gibt es keine Wege und keine Twistwege von p nach ¢ in I". Die Coxetermatrix von
I ist daher eine Blockdiagonalmatrix aus den Coxetermatrizen der Zusammenhangs-
komponenten von I', und das Coxeterpolynom ist das Produkt der Coxeterpolynome
der Zusammenhangskomponenten von I'. O

(8.6) Beispiel: Betrachten wir den folgenden Kécher T
ibé
Ordnen wir die Punkte von I' in der Reihenfolge 1,2, 3, so ergibt sich

000 1 00
Ar=11 0 0 und Cr=1]11 0
1 20 3 21
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Man beachte, dal es stets moglich ist, die Punkte eines zykelfreien Kochers I' so
anzuordnen, dafl die Adjazenz- und Cartanmatrizen Dreiecksgestalt haben; dazu er-
weitert man einfach die durch ET" auf VI natiirlicherweise gegebene Halbordnung zu
einer Ordnung.

Fiir die Coxetermatrix von I' folgt mit (8.5)(4) :

4—-1 6-1 0-3 3 5 =3
Pr=13-04-1 0-2|=(3 3 -2,
1-0 2-0 0-1 1 2 -1

und das Coxeterpolynom ergibt sich zu

Xr(T) = |TI — ®p| =T - 5T* — 5T + 1.

§9 Das Coxeterpolynom erblicher Algebren

Zunéchst untersuche ich, inwieweit das Coxeterpolynom von der speziellen Orientie-
rung eines Graphen abhingt und insbesondere, bei welchen Graphen die Orientierung
fiir das Coxeterpolynom belanglos ist.

Anschlieend wird eine neue Formel vorgestellt, die das rekursive Berechnen der Co-
xeterpolynome von Multibdumen erlaubt. Die Formel gestattet einige Korollare und
Verallgemeinerungen.

AbschlieBlend leite ich eine Beziehung fiir die Coxeterpolynome einer gewissen Klasse
von Kochern her, denen kein Multibaum zugrunde liegt. Als Spezialfall ergeben sich
die Coxeterpolynome von (zykelfrei orientierten) Kreisen.

(9.1) Spiegeln eines Kochers. Sei I' = (VI ET', o, w) ein Kocher, sei r € VI eine
Quelle oder eine Senke in I'. Der an r gespiegelte Kicher o,I" entsteht aus I' durch
Umkehren der Richtung eines jeden zu r inzidenten Pfeils. Offenbar ist » dann wieder
eine Quelle oder Senke von o,I'.

Sind I' = (VI ET', o, w) und I = (VF,Ef,&,J)) Kocher mit derselben Punktmenge
und 148t sich T’ durch eine endliche Folge von Spiegelungen in I' iiberfiihren, so nennen
wir T’ und T spiegelungsdquivalent. 0

Das Spiegeln eines Kéchers und insbesondere die Auswirkungen auf die endlichdimen-
sionalen unzerlegbaren Moduln der Wegealgebra sind eingehend in [BGP] untersucht
worden.

Der néchste Satz ist grundlegend fiir alles folgende: er erlaubt in vielen Féllen bei
der Berechnung des Coxeterpolynoms die spezielle Orientierung eines Graphen zu
vernachlissigen. In [AuslPlatz] wurde (in einem etwas allgemeineren Kontext) der
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Zusammenhang der in (8.1) definierten Coxetertransformation mit der herkémm-
lichen Coxetertransformation einer Weyl-Gruppe herausgearbeitet, und mit dieser
Charakterisierung ist der folgende Satz leicht einzusehen. Ich beweise ihn aber rein
kombinatorisch.

(9.2) Satz: Sei I' ein zykelfreier Kocher, seir eine Quelle oder eine Senke von T.
Dann sind die Coxetermatrizen von I' und o.I' dhnlich; insbesondere gilt

Xr = Xg,T-

Beweis: Wir behandeln den Fall einer Quelle r; der andere Fall geht ganz analog.
Sei n := # VI'. Zéhlen wir wieder die Wege von r nach ¢ € VI' in I und die von ¢
nach r in o,I" wie in (8.5)(3) ab und wéhlen wir r als ersten Punkt der Numerierung,
so ergibt sich mit

a := (#{ Pfeile von r nach p in I'})pevr\(r} € 771 1nd
B = (#{ Wege von p nach ¢ in I'}) (g pyevr\fryxvvgr} € Mp—1(Z) :

110 --- 0 1| ‘aB
C d C ;
= un oD = X
" |Ba| B S B
0
Setze
1| ‘'a
0|1
S = . . € GL,(Z).
0 1
Dann gilt
-11]0 0
. 0
SCr'S =S : B = Co,1,
0

und es folgt
®or = —'CorCot
= —H(SCH'9)(SCr!s)
— S(_tcrtstsflcfl)sfl
= SopS.

Spiegelungsdquivalente, zykelfreie Kocher haben also dasselbe Coxeterpolynom.
Sinnvoll ist es sicher, an dieser Stelle die Klasse derjenigen Graphen zu betrachten,
deren zykelfreie Orientierungen sdmtlich spiegelungsédquivalent sind. Das geschieht
in (9.4).
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(9.3) Lemma: Sei G ein Multigraph, e eine Kante von G und keine Schlaufe. Dann
lafit sich jede zykelfreie Orientierung von G\ {e} zu einer zykelfreien Orientierung
von G fortsetzen.

Beweis: Sei I eine zykelfreie Orientierung von G \ {e}. Seien p und ¢ die beiden
Punkte der Kante e. Es wére nur dann unmoglich, IV zu einer zykelfreien Orientierung
von G fortzusetzen, wenn es in I einen Weg von p nach ¢ und auch einen von ¢ nach
p gébe. Dies ist nicht der Fall, da nach Voraussetzung I zykelfrei und p # ¢ ist. O

(9.4) Satz: Die beiden folgenden Eigenschaften eines Multigraphen G sind dquiva-
lent:

(1) G hat keine Schlaufen und je zwei zykelfreie Orientierungen von G sind spiege-
lungsdquivalent.

(2) G ist ein Multiwald (vgl. (7.3)(8)).

Beweis: (1)=(2): Es sei G kein Multiwald. Dann gibt es in G einen einfachen
Kreis (polen|pn-1] - - - |p1le1]po). Weil G keine Schlaufen besitzt, ist n > 3.

Es sei C' der Teilgraph von G mit VC' = {po,...,pp—1} und EC = {ey,...,e,}. Ist T
eine zykelfreie Orientierung von C, so definieren wir

m(T) := #{e € ET' | a(e) = p; und w(e) = p(i+1) mod n) flir ein i € {0,... ,n— 1}}

Numerieren wir die Punkte von C' also im Uhrzeigersinn, so zéhlt m(I") die Anzahl
der im Uhrzeigersinn orientierten Pfeile von I'.

Ist ¢ eine Quelle oder Senke von I', so sieht man leicht, da§ m(I') = m(o.I") gilt. Jede
endliche Folge von Spiegelungen an Punkten aus VC' erhélt also die Invariante m.
Wegen n > 3 existieren zwei zykelfreie Orientierungen I'y, 'y von C' mit m(T'y) #
m(I'y). Diese lassen sich durch mehrfache Anwendung von Lemma (9.3) zu zykel-
freien Orientierungen von G fortsetzen, die dann aber nicht spiegelungsdquivalent
sind, da nur Spiegelungen an Punkten aus VC' die Orientierung der Kanten in EC'
verdndern konnen.

(2)=-(1): Durch Induktion nach # VG. Weil Multiwilder keine Schlaufen haben, ist
der Fall # VG = 1 klar. Sei nun # VG > 1 . Da G keine einfachen Kreise und nur
endlich viele Punkte besitzt, existiert ein Punkt p € VG, der nur zu hochstens einem
Punkt von G adjazent ist. Ist p ein isolierter Punkt, so konnen wir direkt mit der
Induktionsvoraussetzung auf die Behauptung schlieflen; andernfalls sei ¢ der einzige
Nachbar von p. Seien nun I'y und I'y zwei zykelfreie Orientierungen von G. Nach
Induktionsvoraussetzung kénnen wir die Orientierungen I'; \ {p} und I'; \ {p} durch
eine endliche Folge von Spiegelungen ineinander iiberfithren. Diese Spiegelungen las-
sen sich auch in I'y bzw. I'y durchfithren: Spiegelungen an g miissen dabei evtl. durch
Spiegelungen an p vorbereitet werden. Stimmen anschlieBend die 'Richtungen’ der
Pfeile zwischen p und ¢ in I'; und I'y {iberein, so ist man fertig; andernfalls mufl noch
einmal an p gespiegelt werden. (Beachte, daf alle Pfeile in einem I';, die p und ¢
verbinden, dieselbe Richtung haben, denn I'; ist zykelfrei.) 0



89 DAs COXETERPOLYNOM ERBLICHER ALGEBREN 51

Aus Lemma (9.3) folgt induktiv: Jeder Multigraph ohne Schlaufen besitzt eine zy-
kelfreie Orientierung. Dieses und (9.2) mit (9.4) gestattet die folgende Definition:

(9.5) Definition: Sei G ein Multiwald. Man wihlt eine zykelfreie Orientierung I'
von G und setzt
XG = Xr.

Xq ist das Cozxeterpolynom von G. ([l

(9.6) Lemma: Sei I ein zykelfreier Kocher und seir ein Punkt von T'. Es gibt einen
zu I spiegelungsdiquivalenten Kdcher T, in dem 7 eine Senke ist. (Ebenfalls kann r
natirlich durch Spiegelungen zu einer Quelle gemacht werden.)

Beweis: Die durch die Orientierung gegebene Halbordnung auf VI' 148t sich zu

einer Ordnung erweitern; sei VI' = {p1,...,p,} so numeriert, daf§ gilt: Wenn ein
Pfeil von p; nach p; existiert, so ist ¢ < j. Es sei » = p;. Wir spiegeln nun einfach
der Reihe nach an py,...,px_1. Dann ist p; eine Senke. U

Die in §12 vorzustellenden Programme bauen im wesentlichen auf der nun folgenden
Formel zur Berechnung des Coxeterpolynoms auf. Eine wichtige Reduktion im Beweis
wird von obigem Lemma geleistet, dessen Beweisidee aus [BGP] kommt.

(9.7) Das Identifizieren zweier Teilk6cher. Seien I'y = (VI', El', aq,w1), T =
(VI'9, El'y, ag, wy) Kocher, sei A; ein Teilkocher von I'; und Ay einer von I'y. A; und
Ay seien isomorph; f = (Vf,Ef): Ay — Ay sei ein Isomorphismus (vgl. (7.1)(4)).
Die Identifikation von Ay und As entlang f zu A ist der folgendermaflen definierte
Kocher I' = (VI ET', o, w):

Es sei ~y die Aquivalenzrelation auf VI';IIVTy, die jedes p € VA mit (V£)(p) € VA,
identifiziert; es sei ~p die Aquivalenzrelation auf ETy II ETy, die jedes e € EA; mit
(Ef)(e) € EA, identifiziert; setze

VI':= (V1 IVIly)/ ~y und EI:=(El'y TEDs)/ ~g;
die Eigenschaften von f sichern, dafi die natiirlichen Abbildungen
arllay: EINf TETy — VI, T VD bzw. w; Hwy : EIN TET, — VI T VI
dann Abbildungen
a: EI' — VI' und w: ET' — VI

induzieren.

Natiirlich ist A der Name des entstehenden, zu A; und A, isomorphen Teilkéchers
von I'.

Folgendes Bild veranschaulicht die Situation:
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(9.8) Satz [Identifizieren zweier Punkte|: Seien I'y und I'y zykelfreie Kicher; sei rq
ein Punkt von I'y und ry einer von I'y. Der Kécher I' entstehe aus I'y und I's durch
Identifikation von ry und ro zu r. I' sieht also etwa so aus:

9

Bezeichnen wir mit {r} den einpunktigen Kécher ohne Pfeile, so gilt:

Xr = X1, Xro\(r} + X1\ (13X 15 = X3 Xr\ {r} Xra\ (1)

Beweis: Nach (9.2) und (9.6) diirfen wir voraussetzen, dafl r;, ro und r Senken
sind. Wir setzen I} := 'y \ {ri}, T := I's \ {ro} und konnen ohne Einschriankung
VI ={1,...,m}, Vb ={l,my+1,....,ny+ng— 1} und VI' = {1,...,ny +ny — 1}
sowie r = ry = rp = 1 annehmen.

Zur Notation: Es seien A, A}, Ay, Ay, A die Adjazenzmatrizen, C7, C}, Cy, Cy, C
die Cartanmatrizen, ®, ®,, ®;, &, ¢ die Coxetermatrizen und X|, X, X1, Xa, X
die Coxeterpolynome der beteiligten Kocher I, T, I'y, Ty, I'; Mit I, 15, I, I, I
seien die Einheitsmatrizen der entsprechenden Formate bezeichnet. Ist X eine n X n-
Matrix und ¢ € {1,...,n}, so steht X( ,7) fir die n x (n — 1)-Matrix, die aus X
durch Streichen der i-ten Spalte entsteht. Analog ist X (4, ) erklédrt. Setze noch

'a = (ag)qevr, = (#{Pfeile von ¢ nach 7 in I'y})gevry € zZmt,
0| a

0] A}
mit Cf = (cw) = (#{Wege von v nach u in I'}}) zu Y aycgp; deshalb hat man

Damit gilt A; = < ) Die Anzahl der Wege von p € VI'| nach r ergibt sich

qeVTY
_( 1]aCy
Cl_(T’T{)’aISO
1 |0 ... 0 —1 | a
O, ='Cy(A; — I)) !
1= 0GilAr —4y) = , , : , ,
HaCt) Loy : Al -1
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—1‘ a

—HaCy) | H(aCY)a + P}

Analog gilt mit *b = (by)gevry, := (#{Pfeile von ¢ nach r in I'y})sevry, € 277"

-1 | b

P2 =1 ey oo+ @
Setzen wir X := T} — ®}| und X} := T}, — @), so gilt

T—l—l‘ —a T+1‘ Ta

) T oy | X taopa || 7| ey | X

(durch Addition des a;-fachen der ersten zur i-ten Spalte fiir i = 2,...,n;). Ebenso
148t sich X5 darstellen.

Ol a| b 1|aC] | bCY
Esist A= 0|A}| 0 |undC=1| 0] C7 | 0 |[. Also gilt

0] 0 |4 0] 0 | G}

1 0 0 -1 a b
o=1C(A-1)=|T@) 7T 0 0 |4 —1I[ 0
(BCh) | 0 0 0 (A1

—1 a b
=| —'(aCy) | "(aCl)a+ @} | '(aCP)d :
—H(bCY) HbCY)a LHbCh)b + D,

Es folgt

T+1 —a —b
X=|| "aC)) | Xi ="(aCDa | —'(aCP)b
HbCy) | —H(0Ch)a | X5 —H(bCy)b

durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Spalte zu den anderen:

T+1|Ta|Tb
— || Ty [ X7 0

"Cy) | 0 | X3

Entwicklung nach der ersten Zeile:
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= (T + 1)X1X;

+> (-1)"*'Ta,
=2

+ ) (1) Ty, 4
1=2

= (T + 1)X}X,
ni )
+X5> (-1)"*'Tq,

1=2

(1) Y T (00 | X3 = 1))
1=2

(*aC)) | Xi(,i—1) )

Entwicklung von X; und X; in der Form (x) nach der ersten Zeile liefert:

= (T + )X} X,
+X5(X, — (T + 1)X)
+ XXy — (T + 1)X5)
= X1 X5 + XXy — (T + 1)X)X5. -

Die Formel lautet etwas ungenau aber griffig formuliert:
Aus Iy N Ty = {r} folgt
Xrure = XrXro\fr} + XrarpXre = XX\ Xra\fry-

Man beachte auch, daB die Formel im Fall I'y; = {r}, also beim ’Ankleben eines
Punktes an I'} 7, keine Information liefert:

Xry = Xr = X, X\ {r} + X0\ {13 X1y — X X\ {7} X1\ {7}
= Xr Xg + Xpp\ i Xgry — X Xr\(rp Xe
= XF1

(@ bezeichnet natiirlich den Koécher mit leerer Punkt- und Pfeilmenge; es ist Xg = 1).

(9.9) Lemma: Seien I'y und Ty zykelfreie Kocher; sei ri ein Punkt von T’y und
ro einer von I's. Der Kdcher T entstehe aus 'y und U's durch Identifikation von
ry und ro zu r. Es sei fl spiegelungsdquivalent zu I'y und fg spiegelungsdquivalent
zu I'y. [ entstehe aus fl und fg durch Identifikation von ry und ro. Dann ist r

spiegelungsdaquivalent zu I', und insbesondere gilt
Xp = Xg.

Beweis: Ich zeige, daB jede Spiegelung an einem Punkt von I'y im Kécher I' nach-
vollzogen werden kann, ohne die Orientierung der Kanten von I's zu dndern. Das
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Resultat folgt dann induktiv.

Problematisch ist offenbar nur eine Spiegelung an 7, denn sie ist nur dann erlaubt,
wenn 7 eine Senke oder Quelle von I' ist, und sie veréndert die Orientierung einiger
Kanten von I's. Wir betrachten den Fall, daB r = 7, eine Senke von I'; ist, und an r
gespiegelt werden soll.

Die Punktemenge VI's = {p1, ..., pn} von I's sei so geordnet, daf gilt: Wenn in T’y ein
Pfeil von p; nach p; existiert, soist ¢ < j. Es gelte r = p;. Wir spiegeln nun der Reihe
nach an pi,...,pr_1. Dann ist p; eine Senke der auf 'y entstandenen Orientierung
und daher auch eine der auf ' entstandenen Orientierung; es kann in I' an r = py,
gespiegelt werden. Anschliefend spiegelt man der Reihe nach an pg.1,...,p,, und
erhilt auf T'y wieder die Ausgangsorientierung I'y zuriick, denn jeder Pfeil von I's hat
zweimal ihre Richtung gewechselt. O

Wieder erinnert der Beweis an Schlufiweisen aus [BGP].

(9.10) Zwei elementare Multibdume. (1) Ist G der Multigraph bestehend aus
einer k-fachen Kante mit £ > 0, also

RN

re© . @S
G= "~ 7
' k Kanten
so gilt

T — (k*—1) k
Xg = k T (=1) =(T+ 1)2 — KT = Xy X(sy — k*T.

(2) Fiir den linearen Graphen
e e ™

A, =

o o o

n Punkte

T — 1

T—-1
Beweis: Induktion nach n. Ag ist der leere Graph mit Coxeterpolynom 1 = vy, A;
ist der einpunktige Graph ohne Kanten mit X4, = T'+1 = vy und A; ist eine einfache
Kante und hat nach (1) das Coxeterpolynom (T'+ 1)? — T = vj.
Gelte nun n > 3. Die Formel (9.8) liefert mit der Induktionsvoraussetzung:

mit n > 0 gilt

XAn = Up41 =

Xa, = Xa, XA, +Xa,Xa,_, — (T4 1)Xa,Xa,_,
= (T + Dvy + Xa, — (T + 1)*) v,y
=T+ Vv, —Tv,

= .

Die beiden Formeln werden wir in (9.14) als Spezialfélle einer umfassenderen Bezie-
hung erkennen.
Fiir das konkrete Rechnen sind 3 Folgerungen aus (9.8) niitzlich:
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(9.11) Korollar: (1) Betrachte einen Kéicher T' der Form

k Kanten
(mit k > 0). Es gilt:
Xr = Xp, Xr, — k* T Xrp\ (1) Xra {5}

(2) Sei I' ein Kdicher, der wie folgt aussieht (es sei k > 0):

Die Orientierung der Kanten des linearen Graphen zwischen r und s st fir das
Cozeterpolynom dabei belanglos. Es gilt:

XF = ’UkXFIXFQ — TU]gfl(Xpl\{r}XFQ -+ XFl XFg\{s}) + TQUk72XF1\{T’}XF2\{s}-

(Dabei ist vg = T =0, v = TT_:1 = —7 und v_y = TT_il = —TEL gesetzt; die
ibrigen vy sind in (9 10)(2) erkldart.)

(3) Wenn T" so aussieht:

(also t > 1 Teilkicher Ty,..., Ty mit U, VI'; = VI und VI, N VI'; = {r} firi # j
hat), dann gilt

Xr = <f[ Xn\@}) (i R 1)X{r}> :

i=1 o1 XTa\{r}

Beweis: (1) Sei I's =

Es gilt Xr, = (X X(s) — & T)Xr\ (s} + X Xr, — X X X\ (s)
= X Xr, — k? T Xro\{s}5
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also Xr = X, Xry\{r} + X0\ (1} X1y — X3 X\ (13 Xra\ {1}
= X1, X, + Xr\ o} (X Xr, — K2 T Xog\ 1)) — Xy X gy X
= Xr, Xty — k2 T Xp\ (13 X1\ (s}

(2) Fiir £ = 0 erhélt man mit den oben angegebenen Definitionen fiir vy, v_; und v_y
gerade die Formel aus (9.8) zuriick.
Sei nun k > 0. Ich setze

szt/\./\-../\

Dann ist (9.8) anwendbar (beachte, dafi nach (9.2), (9.4) und (9.9) die Orientierung
des linearen Astes von I'; fiir das Coxeterpolynom keine Rolle spielt), und man erhélt

Xry = Uk+4+2X1o\{s} + Vk+1X1y — X{s}Vk+1XDp\{s}-
Weiter gilt:
Xra\{r} = Vk41X1o\{s} T VkXTy — X{s}VkXo\ (s}
Nun ergibt sich schon das Resultat:

Xr = X1 Xra\(r} + X1\ {rp Xy = Xmp X rp Xeg\(r}

= Ug+1 X1 X1\ {5} + Uk X1y Xpy — X{s}Uk X1y XDo\ {5}
+ Uk 2X0 \ {13 X0\ {5} F Vk+1 X1\ {1} X1y — X{s}Vk+1 X1\ {1} X\ {5}
= Xy Ukt X\ Xro\ () + ORX00 3 X0y = Xgsp Uk XD\ () X\ (s))

= UgXr Xy
+ X, Xro\ (s} (kg1 — X{s3Uk) + Xep\ (13 Xro (V1 — X3 k)
+ Xr\ (3 X\ {5} (V42 — X6} Vkt1 — XVt + Xy X (s} Vk)

= U X, X1y — T0p—1 (X1, Xro\ (s} + Xro\ ey Xrs) + T20k—2X 0\ (13 XD\ {5}

(3) Durch Induktion nach ¢; ¢ = 1 ist trivial. N

Gelte nun ¢ > 1. Setze I' := I"\ (VI'; \ {r}). Dann zerfdllt I \ {r} in die t — 1
Zusammenhangskomponenten I'; \ {r}, ..., T;_1 \ {r}, und nach (8.5)(5) ist Xp\fy =
i Xr\r}- Mit der Induktionsvoraussetzung und (9.8) ergibt sich

Xp = X5 Xpa iy T AR AT ~ X XR e Xran

t—1 t—1 XFv
- <H XrA{r}) (Z i (A Q)X{r}> Xp\ ()
=1

=1 Xra\{r}

t—1
+ (H Xn\{ﬂ) (Xr, = X Xro\ry)
=1

= <H1 Xri\{r}> (Z XXFZ' — (= 1)X{r}>~ 0

i=1 a\{r}
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(9.12) Bemerkung: (1) Als Spezialfall von (9.11)(3) ergibt sich natiirlich das Co-
xeterpolynom X, ,, eines Sterns vom Typ [py, ..., pi]

(die t Arme bestehen einschliellich des Verzweigungspunktes der Reihe nach aus
p1,- .., Punkten ) zu

Yo = (I ) (X2 = =04 1).

Benutzt man
TpiJrl -1 Tprl -1
- T+ 1)=-"T———
Tri —1 (T+1) Tri —1 '

so erhélt man hieraus die folgende Formel, die in [LenzPena] auf ganz anderem Wege
hergeleitet wurde:

Xprrope = <f[ vm) <(T+ D-TY M) .

i=1 Upi

(2) Aus (9.11)(2) ergibt sich eine Formel fiir das Coxeterpolynom des einfachsten
Graphen mit 2 Verzweigungspunkten,

[ ]
e —|

namlich

2
UkVay+ag Vb +by — Tkal(val Vay Uby+by + Uty UbQUeraQ) +T Vk—2Vay Vag Uy Vb, -

Dies ist eine Verallgemeinerung von Formeln aus [GHJ]. O

In (9.11)(3) haben wir bereits eine Generalisierung der Formel (9.8) gesehen; nun folgt
eine weitere. Wir identifizieren (vgl. (9.7)) nicht mehr nur zwei Punkte miteinandern,
sondern ganze 'konvexe’ Teilwalder.
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(9.13) Satz: FEs seien T'y, Ty zykelfreie Kocher mit vermdge f: Ay — Ay isomor-
phen Teilkochern Ay und As. Sei I der aus 'y und Uy durch Identifikation von A4
und Ay entlang f zu A\ entstehende Kécher. Wir setzen voraus, daff A ein Multiwald
ist und daf A in T in folgendem Sinne konvez ist: in T \ EA sind die Punkte von A
paarweise nicht verbunden (vgl. (7.3)(6)). Identifiziere I'y und 'y mit ihrem Bild in
I'. Dann gilt mit [, =1, \ EA und [y:i=T, \EA :

_ #D .
Xr = Z (_1) XFI\(DUAQ)XA\(A1UA2)XF2\(A1UD)'
A1 UDWAs=VA

Die Summation erstreckt sich dabei iiber alle Zerleqgungen von VA in 3 disjunkte
Teilmengen Ay, D, As.

Beweis: Induktion nach # VA. Im Fall # VA = 0 ist I' die disjunkte Vereinigung
von I'; und I'y, also Xp = X, Xp, in Ubereinstimmung mit der Formel.

Ist # VA =1, so liegt exakt die Situation aus (9.8) vor: die Formel ist korrekt.

Nun gelte # VA > 1. Weil A ein Multiwald ist, existiert ein Punkt » € VA, der nur
zu hochstens einem anderen Punkt s € VA adjazent ist. Fiir den Fall einer Senke r

sicht A also etwa so aus:
L)
<> k Kanten
°r

I' hat dann wegen der Konvexitdt von A die folgende Gestalt:

Setze noch T, := T\ \EA’ und T, := T, \EA/; I'(" bezeichne die disjunkte Vereinigung
von I} und IV und 'Y bezeichne diejenige von I, und I'J. Ich beginne mit einer
Zwischenrechnung;:

(—=1)*Px
A1 UD WJA2=VA
{r,s}g¢D
= > (=1)*X

A1 UDWUA2=VA
rgD

X

T1\(DUAy) A\(AluAg)ng\(AluD)

X

Th\(DUAg) A\(AluAg)ng\(AluD)

#D~, .
+ > (=)™ "X\ (Dus) XA\ (41042) XTo\ (A1 UD)
A1 UDWUAS=VA
s¢D,reD
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= (@ Xy + Xro oy e

E (—1) (I)X”‘(l) (1) A WX AWy 41 (XA, 4 (1), (1)
T\ DM ua) A\ (AP uAM) TN\ AP up™)y
Agl) UD(l) UAél): \/A(l)

— X, X X

I\ TN\ {r}

> (=12 Xy, 0y X A @ 4D 40N XD 4D D)
T\ (DM UAD) P A\ (AP UAD) AT\ (4D UDD)
AD UDW GAD _yA®
sgD)

{r}

= (Xe@Xpn (ry FXp@\ () Xp@ = Xy Xp@, () Xp @ 1)

D)
o DT X0 (0 Xa U XE aun )
AP DO AW A D

+ X, X X

(TN TN ()

#D'y -
< = X\ {spXTy\ (s} > (=1) Xpr\ (o uA;)XA“)\(A'IUA;)XF/Q\(A;UD/)>
AL UD" UAL=VA/

Hiermit, mit (9.11)(1) und mit der Induktionsvoraussetzung, angewandt auf '™ und
auf I, folgt nun:

Xr = Xray Xp@) — k2TXF(1)\{s}XF(2)\{r}

= (XF?) XFQQ)\{T} + XF52)\{7"}XFé2) — X{T}XFSQ)\{r}XFf)\{r})
(1)
) (1)Z<1> (1)(_1)#D X0\ DDA XD\ (AP UAD) XFD (AP U )
AL up® yal=va
—k*TX

(X (X Xy X e ()

_ #D~y/ ~
= B UD%;‘ VA(_l) AT\ (DuA) X A\ (41U49) KT\ (41UD)
1% - 2=
{r.s}¢D

+ X, X

e X

Xron sy X (s

&\ {r}
#D'y, -~
> (—1) Xr/l\(D'UA;)XA“)\(A’luAg)XF’g\(AiUD’)
AL UD! JAL=VA'

—kK>TXx X X X

TN T} T\ (s T\ {5}
#D' -
2 (DTN oo Xaryaguag) Ry agun)
AL UD! UAL=VA'
. #D~, ~
= Z (—1) Xrl\(DuAg)XA\(A1UA2)XF2\(A1UD)
A1 UDWA3=VA
{r,s}¢D

+ Y (=n*Px
A1 UD WA2=VA
{r,s}CD

X

f1 \(DUAQ) fQ\(Al UD)

2
(XX ooty — K2 T X(a\(40an)\ (rs}))

_ #Dy .
= Z (_1) XFl\(DUA2)XA\(AlUA2)XF2\(A1UD)'
A1 UD WUA=VA O
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Die Formeln, die bisher vorgestellt wurden, sind noch unbefriedigend; sie gestatten
nicht einmal die Berechnung des Coxeterpolynoms eines (natiirlich zykelfrei orientier-
ten) einfachen Kreises. Durch Iteration der bisher beherrschten Operationen lassen
sich im wesentlichen nur Multibdume (bzw. -wélder) erledigen.

Allerdings mufl man beachten, dafl es definitiv keine Formel geben kann, die folgen-
des leistet: Gegeben seien zwei Kocher I'y, I's; pq, g1 seien Quellen von I'y und po, ¢
seien Quellen von I'y. T' entstehe aus I'y und I'y durch Identifikation von p; mit py zu
p und ¢; mit ¢y zu q.

i

Gesucht ist Xp in Abhédngigkeit von Xr,, Xr,, Xrj\(p} » Xro\{p}> XTi\{q} > XT2\{q}s
XT1\{p.a}> X2\ {p,a}-

Daf ein derartiger Zusammenhang nicht existiert, sieht man so ein: In (9.15) wird
herauskommen, dafl das Coxeterpolynom eines einfachen Kreises von dessen Orien-
tierung, ndmlich von der Anzahl der 'im Uhrzeigersinn orientierten Kanten’ abhéngt;
man kann sich einen einfachen Kreis vorstellen als Ergebnis der Identifikation der
Endpunkte zweier linearer Graphen. Die Coxeterpolynome dieser linearen Graphen
héngen nach (9.2) und (9.4) aber nicht von ihrer Orientierung ab. Also kann es
keine Formel geben, die das Coxeterpolynom des einfachen Kreises alleine aus den
Coxeterpolynomen der beteiligten linearen Graphen bestimmt.

(9.14) Satz: Es sei I' der folgende Kdcher:

n, Kanten
° e e °
. n, Kanten \.
L
N /

.\ n, Kanten /.

Dabei ist t € Ng und nq,...,ny € N. Dann gilt

= @[1 vm) <(t S DAT+1)2 = 2T — (t — 2)(7j+1 1)% “Z—:l> .

Beweis: Beim Erstellen der Coxetermatrizen im Laufe dieses Beweises benutze ich
stdndig die Beschreibung (8.5)(4) der Coxetermatrix eines Kochers durch die in ihm
vorhandenen Wege und Twist-Wege. Nicht aufgefiihrte Eintrége in einer Matrix sind
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stets als 0 zu lesen.

Die Zahlen nq, ..., n; seien so numeriert, dal ny = --- =n; =1 und ngyq,...,np > 1
gilt. Dabei ist also k € {0,... ,t}.

Firie {k+1,...,t} sei

—1
1 —1
q)i = (I)Ani—l = .
1 -1
die Coxetermatrix des linearen Graphen mit n; — 1 Punkten. Setze

T 1

X, =TI, =& = |+ 1

. T :

0 -1 T+1

Es ist | X;| = vp,. Es sei X] die Matrix, die aus X; entsteht, indem die letzte Spalte
durch *(1,...,1) ersetzt wird. Entwickelt man X; und X/ nach der letzten Zeile oder
Spalte, so sieht man

X = X = TT™ % = vy, 1.
'\ {s} ist ein Stern vom Typ [ng41, ..., ne); wihlt man 7 als ersten Punkt der Nume-
rierung und zihlt anschlieBend die Punkte der linearen Aste der Reihe nach durch,
so ergibt sich die folgende Coxetermatrix:

(t—k—1) -1 -1 -1
1

Dp

@F\ (s} = Q2

P

denn: von r nach r gibt es genau einen Weg und ¢ — k Twist-Wege (diese haben die
Lange 2); von r zu einer jeden Nicht-Senke von T'\ {s} gibt es genau einen Weg und
einen Twist-Weg, und von r zu einer jeden Senke von I'\ {s} gibt es genau einen Weg
und keinen Twist-Weg. Von den zu r adjazenten Punkten gibt es in I' \ {s} nach r
jeweils genau einen Twistweg (der Lénge 1) .

Ich setze noch
0...01

0...01
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Wir kénnen jetzt die Coxetermatrix von I' aufstellen (wobei r in der Numerierung
der erste und s der letzte Punkt sei):

th+t—k—1 (t—1) (t-1) t-1) —t
k+1 1 1 —1
k 1
k+1 1
or—| F | B
; :
: 1 1
k+1
b : &,
k :
k 1 1 1 —1

Dies kommt so zustande: Das Hinzufiigen der Senke s zu I' \ {s} hat zur Folge, da8
nunmehr von r aus zu jeder Senke von I'\ {s} ¢ Twist-Wege verlaufen; auBierdem gibt
es nun von jedem Punkt aus VI'\ {r, s} zu jeder Senke von I' \ {s} einen zusitzli-
chen Twist-Weg (ndmlich den, der iiber s verlduft). Von r nach r existieren nun tk
zusétzliche Twistwege: Es gibt ¢ Moglichkeiten, von r nach s zu laufen, von dort geht
es dann auf einer der k Pfeile zuriick nach r. Offenbar gibt es von r nach s genau ¢
Wege und keinen Twist-Weg, von jedem anderen Punkt aus gibt es genau einen Weg
nach s und ebenfalls keinen Twist-Weg. Von jeder Nicht-Quelle von I' \ {r} nach
r existieren genau k Twist-Wege (man lduft zuerst nach s und dann iiber eine der
k Pfeile zuriick nach r) und kein Weg; von jeder Quelle von I' \ {r} nach r gibt es
keinen Weg, aber nun k zusitzliche Twistwege (die iiber s verlaufen). Von s aus gibt
es zu den Senken von I'\ {s} jeweils genau einen Twist-Weg (dieser hat die Linge
1) und keine Wege; zu den anderen Punkten von I'\ {s,7} gibt es von s aus weder
Wege noch Twist-Wege.

Es ist nun die Determinante Xp = |T'/ — ®r| zu berechnen. Zunéchst addiere ich das
k-fache der letzten Spalte zur ersten und anschliefend jeweils die letzte Spalte zu den
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Spalten, die den Senken von I'\ {s} entsprechen. So ergibt sich

(T—t—f-k‘-f-l) 1 1 1 t

-1 1

Xit1 :
-1

X
XF _ k+2

-1

Xt .

1

kT T T T T+1

Nun kann man das T-fache der ersten von der letzten Zeile subtrahieren:

(T—t+k+1) —1 —1 -1t
-1 1
X1
-1 :
_ KXit2
-1 :
X, :
1
(t—1)T-T? (T+1—T)

und nun nach der letzten Zeile entwickeln:

= (T+1—1T) [T] — ¥y

—1 —1 -1t
1
Xk+1 :
— (~1) D (- )T - T7) Xt
X, 1

Das Coxeterpolynom [T — ®p\(}| eines Sterns wurde in (9.12)(1) bestimmt; die
Determinante entwickeln wir nach der ersten Zeile:
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1
Xit1 :
1
¢ t
— (=1) Xk (D) 3 X!
i=k+1
1
N

t
= (=67 +1) H vm) (T+1 -7y ””1‘1)
i=k+1 i=k+1 Un,;

t t

S(e-nr-m) (o I X+ X x0T X))

i=k+1 i=k+1 j=k+1
t
- H Un;
i=k+1

i
(((1 — T +1)(T +1) + ((t = )T = T*)(~t)

7

+ (((1 T +1)(=T) + ((t— )T —T?)) 3 M)

i=k+1  Uni

- (ﬁl vm> ((T NPT (- DT(T 4 )Y M) .

i=1 Un;

Die zweite behauptete Formel folgt aus der ersten wieder mit der Beziehung

Un—1

Un—}—l o (T-'- 1) — —T
Up, Uy, 0

(9.15) Das Coxeterpolynom einfacher Kreise. Es sei C' ein Graph, der nur aus
einem einfachen Kreis (wie in (7.3)(5) definiert) besteht und mehr als einen Punkt

besitzt.
(1) Seien m,n € N mit m + n = #EC. Betrachte die folgende Orientierung von C:
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nKanten. T, - mKanten

.\0(.
Es qilt
Xr,,, = (T™ = 1)(T" - 1).

Beweis: Die erste Formel aus (9.14) liefert fir t = 2, ny = m und ny = n:
X, = U (T +1)? = 4T%) = 0 (T = 1) v (T = 1) = (T™ = 1)(T" = 1),

(2) Jede zykelfreie Orientierung I' von C' lafst sich durch eine Folge von Spiegelungen
in eine der in (1) beschriebenen Orientierungen L'y, ,, dberfihren; dabei ist {m,n}
durch T eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Orientierungen I, ,, sind dadurch charakterisiert, daf} sie genau eine
Quelle und eine Senke besitzen.

Sei nun I' eine zykelfreie Orientierung von C, die diese Eigenschaft nicht hat. Dann
enthélt I' ohne Einschrankung den folgenden Kécher als vollen Teilkocher:

O—=>0—> 90 0 06 —>0 — >0<<——0<— 0 0 0 =—0 <— 0

roon P, S O q t

Dabei sind r und ¢ Quellen von I'. Sind k£ und [ groBer als 0, so spiegelt man erst
an s, dann an ¢q,...,q und an py,...,p;. AnschlieBend sind r und ¢ keine Quellen
oder Senken mehr. p; und ¢; sind Quellen geworden und s ist Senke geblieben: der
Abstand von s zu den beiden Quellen hat sich also verringert. Induktiv erreicht man
so also stets den Fall, dafl £ = 0 oder [ = 0 ist; gelte etwa k& = 0. Man spiegelt
der Reihe nach an s,qy, ..., q; dann bleibt nur die Quelle ¢; iibrig, und man hat die
Gesamtzahl der Quellen und Senken um 2 vermindert.

Die Eindeutigkeit von {m,n} folgt jetzt natiirlich aus (1), denn das Coxeterpolynom
andert sich ja bei Spiegelungen nicht und die Polynome (7™ —1)(7T™ — 1) bestimmen
{m,n} eindeutig. O

Fiir die Bestimmung des Coxeterpolynoms der Orientierung I" eines einfachen Kreises
sind also nur die beiden oben definierten Zahlen m,n und nicht die konkrete Orien-
tierung relevant. Ubrigens stimmt das oben erklirte m mit dem im Beweis von (9.4)
vorgekommenen m(I") {iberein.

§10 Das charakteristische Polynom von Multigraphen

Ich definiere das charakteristische Polynom von Multigraphen und stelle dann eine
Beziehung zwischen dem Coxeterpolynom eines bipartiten Kochers (vgl. (7.1)(9)) und
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dem charakteristischen Polynom des ihm zugrundeliegenden Graphen vor. Hieraus
folgen sowohl Aussagen iiber die Nullstellenmenge des Coxeterpolynoms bipartiter
Kocher wie auch neue Formeln fiir das charakteristische Polynom durch Anwendung
der Ergebnisse aus §9. Auch werden wir sehen, dafl das Coxeterpolynom einen zykel-
freien Kocher nicht bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(10.1) Definition: Sei G ein Multigraph mit Adjazenzmatrix Ag. Das charakteri-
stische Polynom von G ist definiert als das charakteristische Polynom von Ag und
wird mit Py bezeichnet:

Pg(T) = |TI — A(;|
U

Viele Informationen iiber Py findet man in [CDS]. Konkrete Anwendungen fiir das
charakteristische Polynom eines Graphen gibt es in der Quantenchemie: die Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms gewisser Graphen, die ein Molekiil beschreiben,
entsprechen den moglichen Energieniveaus der darin vorkommenden Elektronen.
Der folgende Satz ist [A’Campo| entnommen:

(10.2) Satz: Seil ein bipartiter Kicher mit zugrundeliegendem Multigraph T. Dann
gilt mit n := # VI:
1

Xp(T?) = T" P(T + f).

Beweis: Weil I' bipartit ist, haben alle Wege in I' die Lange 0 oder 1; diejenigen
mit Lange 1 verlaufen von den Quellen zu den Senken. Ist k die Anzahl der Senken in

I, so hat die Cartanmatrix von I" also die Form Cr = I + B mit B = ( 8 )O( ) und

einer k x (n — k)-Matrix X. Es ist dann |Cr| = 1 und Cp' = I — B wegen B? = 0.
AuBerdem ist Az = B +'B. Man erhilt:

Xr(T?) = |T*I +'CrCp|
= ['CLH|T?I +'CrCr |
= |T*(I —'B) + I — B]

1 1
=T"(T+=)I-T'B—- =B
T+ ) 5]
1
= T"(T+ =) — (B+'B
=TT+ )~ (B+'B)
1
=T"Pe(T + =).

T
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Zu (x): Es ist

T+7 T+4
T+7 T++

T+7 T+4

_TtX _tX .
Ttz T+7

wie man durch Multiplikation der ersten k Zeilen mit 7" und der ersten k Spalten mit
1/T sieht. O

(10.3) Korollar: Sei I' ein bipartiter Kicher. Die Nullstellen von Xr liegen in
S' UR>".

Beweis: Sei A € C mit Xp(A\) = 0. Weil @ invertierbar ist, gilt A # 0. Wéhle
p € C mit u? = A. Nach (10.2) folgt Pr(p + i) = 0. Da die Adjazenzmatrix Ay
symmetrisch ist, sind alle Nullstellen von Py reell, also p + i € R. Daraus folgt
peSTU (RN {0}) und also A = p? € S URP. O

Es ist noch ungeklért, ob man diese Aussage auf allgemeinere Koécherklassen ausdeh-
nen kann.

Sicher ist es an dieser Stelle sinnvoll, diejenigen Multigraphen zu beschreiben, die
eine bipartite Orientierung zulassen:

(10.4) Lemma: Sei G ein Multigraph. Aquivalent sind:

(1) G besitzt eine bipartite Orientierung.

(2) Jeder einfache Kreis in G (vgl. (7.3)) hat eine gerade Anzahl von Kanten.
(3) Jeder Kreis in G hat eine gerade Anzahl von Kanten.

Beweis: (1)=(2): Seil eine bipartite Orientierung von G und (ple,|pn—1] - - - [p1le1|p)
ein einfacher Kreis in G mit ungerader Lange n. Ohne Einschrinkung kénnen wir p
als Senke von I' annehmen. Dann ist p; eine Quelle und damit auch ps, ps,...,p. Es
ist also p in I' gleichzeitig Quelle und Senke, was nicht stimmen kann, da eine zu p
inzidente Kante e; existiert.

(2)=(3): Sei (pnlen|pn-1|---|pileilpo) mit py = p, ein Kreis in G. Es existieren
0<i<j<n,sodaB p, =p; gilt und (p,le;|...|ei+1|p;) ein einfacher Kreis ist. Die-
ser hat nach (2) gerade Liange. Nun kann man den Beweis durch Induktion nach n
beenden: es ist zwar (py| ... |pjt1l€j11|pi| - - - [po) nicht notwendig ein Kreis (es konnte
etwa p; = pj4o sein), aber durch Entfernung einer geraden Anzahl von Kanten kommt
man schliellich zu einem Kreis oder zu einem Punktweg.

(3)=(1): Wir konnen annehmen, da§ G' zusammenhéngend ist und VG # @ gilt.
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Wihle p € VG und setze

A ={q € VG| Es gibt einen Weg gerader Liange von p nach ¢ in G},

B ={q € VG| Es gibt einen Weg ungerader Linge von p nach ¢ in G}.
Die Voraussetztung (3) impliziert dann VG = AU B, und die Punkte aus A sind
paarweise nicht adjazent; dasselbe gilt fiir diejenigen aus B. G 148t sich also bipartit

orientieren, indem alle Punkte aus A zu Quellen und alle aus B zu Senken gemacht
werden. 0

Ich untersuche nun die in (10.2) aufgetretene Operation genauer:

(10.5) Bemerkung: Ist f € Z[T]\ {0} mit Te) f(T + L) € Z[T?), so ist f €
Z|T2 U TZT].

Beweis: Es existieren g € Z[T?], h € TZ|[T? mit f = g + h. Nehmen wir g,h # 0
an (und 0.B.d.A. grad(g) > grad(h)), so folgt der Widerspruch

el (7 4 % ) = ) (7 4 % ) (o) —grad(h) perad() %) '

cz[1?] z[1?] eTZ[T?)\{0} cZ[T?)\{0} U

Die Aussage ist interessant: mit (10.2) und (10.4) folgt, dafl das charakteristische
Polynom eines jeden Multigraphen, dessen Kreise stets eine gerade Anzahl von Kan-
ten enthalten, in Z[T?] U TZ[T?] liegt. Dieses lafit sich auch unmittelbar mit den

Formeln fiir die Koeffizienten des charakterstischen Polynoms einsehen, die z. B. in
[CDS] stehen.

Fiir die Formulierung des néchsten Satzes benutze ich die Bezeichnungen

Rez, :={f € Z[T] \ {0} | f ist selbstreziprok und grad(f) ist gerade}
Rez, = {f € Z[T]\ {0} | f ist selbstreziprok und grad(f) ist ungerade}

(10.6) Satz: Die Abbildung

(Z[T*) U TZ[T*) \ {0} — Rez, URez, mit
f— f*  definiert durch

FT?) = TEEO AT 4 )

ist ein Isomorphismus von Zo-graduierten (multiplikativen) Monoiden; es gilt
(Z[T?)\ {0})* = Rez, und (TZ[T?] \ {0})* = Rez,.
Fir f,g € ZIT*)\ {0} (oder f,g € TZ[T?]\ {0}) mit f + g # 0 gilt

grad(f+g)—grad(f) grad(f+g)—grad(g)

(f+g)=T 2 [ +T 2 g
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Beweis: Sei f € Z[T?]\ {0}, also f(T) = g(T?) mit einem g € Z[T]. Dann gilt
TeadD f(T + L) = T g(T? + 2+ ) = h(T?) mit h(T) = Te@g(T+2+ 1) €
Z|T). Es ist grad(h) = 2grad(g) und h ist selbstreziprok.

Sei nun f € TZ[T? \ {0}, also f(T) = Tg(T?) mit einem g € Z[T]. Dann gilt
Terd) f(T + 1) = (TeradiD+! 4 perad(D=1) (T2 4 2 + L) = B(T?) mit h(T) = (T +
1)Te 4@ g(T +2+ 1) € Z[T). Es ist grad(h) = 2grad(g) + 1 und h ist selbstreziprok.
Wir haben gezeigt: Die Abbildung f +— f* ist wohldefiniert und erfiillt (Z[T?] \
{0})* = Rez, und (TZ[T?])* = Rez,.

Die Multiplikativitdt und die Additivitdt von * sind klar. Zur Injektivitdt: Aus
f* = g* folgt T&2d) f(T + %) = T&2d9) (T + %) und durch Gradvergleich grad(f) =
grad(g), also f(T' + 7) = g(T' + 7). Etwa durch Einsetzen von hinreichend vielen
Werten fiir T folgt dann f = g.

Die Abbildung ist auch surjektiv: Definiere ¢y := 2, t; := T und t, 1 :=Tt, — t,_1
fiir n € N (die t,, sind die normierten Tschebyscheffpolynome erster Art). Es gilt

1 1
t,(T+=)=T"+ —,
(T+2) =T+ =
was man induktiv aus
1 1 1 1
Tn+1 —(T (T N Tn—l

herleitet. Ebenso weist man grad(t,) = n nach. Jetzt sei g € Z[T] selbstreziprok.
g(T?) liegt in Rez, und hat daher die Form g(T?) = T4 Y0 a;(T" + 2) mit gewissen
a; € Z (von denen jedes zweite 0 ist). Fiir f := Y0 a;t; gilt dann TOf(T + 1) =
g(T?), also f € Z|T?*|UTZ[T?] nach (10.5) und f*(7?) = g(T?), d. h. f* =g. O

Selbstversténdlich gilt also: f ist genau dann im Monoid (Z|T?] U TZ[T?)) \ {0}
irreduzibel, wenn f* in Rez, URez, trreduzibel ist. Dies darf man allerdings nicht mit
der Irreduzibilitét von Polynomen in Z[T'] verwechseln! Es gilt z. B.

(=0T +1) =T?+T+1und (272 +1) = (27 +1)(T +2).
Die Beziehung (10.2) 1a8t sich in zwei Richtungen ausnutzen:

(10.7) Bemerkung: (1) Es ist schon lange bekannt, daf es nicht-isomorphe Gra-
phen mit demselben charakteristischen Polynom gibt (derartige Graphen nennt man
auch 'kospektral’). Die einfachsten kospektralen Baume findet man in [CollSin]; sie

sehen so aus:
AV \

[ ] Bl [ ] B 2 [ ]
Mit (10.2) folgt dann: Es gilt X5, = Xp,, obwohl By und By nicht isomorph sind.
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(2) Die Formel aus (9.13) 148t sich vermége (10.2) in eine Beziehung iiber charak-
teristische Polynome von Multigraphen iibersetzen. Allerdings hétte man dann die
Giiltigkeit nur fiir solche Multigraphen gezeigt, die die dquivalenten Aussagen aus
(10.4) erfiillen. Es ist jedoch auch moglich, den Beweis von (9.13) zu imitieren, denn
es gilt eine zu (9.8) analoge Beziehung auch fiir charakteristische Polynome von Mul-
tigraphen Gy, Ga:

Ist G1 NGy = {r}, so gilt
Pciue, = Pa,Pay\iry + Pannir}Pa. — Py Pan i Paa -

(Dies findet man in [Schwenk].) Das auf diese Weise beweisbare Analogon zu (9.13)
habe ich in der mir zugénglichen Literatur nicht gefunden, im Gegensatz zu den
Ubersetzungen der Beziehungen aus (9.11).

(3) Allgemein scheint es also so zu sein, dafl sich die Eigenschaften des charakteristi-
schen Polynoms von Multigraphen und des Coxeterpolynoms von zykelfreien Kéchern
entsprechen; bisher lassen sich die Formeln aber nicht auf einfache Weise ineinander
tiberfithren, da ja (10.2) nur unter der recht starken Voraussetzung der bipartiten
Orientierung richtig ist.

§11 Eine Notation fiir gewurzelte Kreisebdume

Genauer miiBte die Uberschrift lauten: ‘Eine Notation fiir Aquivalenzklassen gewur-
zelter, zykelfreier Orientierungen von Kreisebdumen.’

Ich beginne mit den Definitionen, erkldare dann die Notation, auch an einem Bei-
spiel, und diskutiere Fragen, die mit der Eindeutigkeit des zu einer Klasse gehorigen
Symbols zu tun haben.

(11.1) Definition: (1) Ein gewurzelter Kdcher ist ein nichtleerer Kécher zusammen
mit einem seiner Punkte, der Wurzel.

(2) Ich nenne zwei gewurzelte Kécher (T'y,71) und (I'g, 7o) dquivalent, falls es einen
zu I'y spiegelungsidquivalenten Kocher I'y (vgl. (9.1)) und einen Kocherisomorphismus
f=(NLEf):T1 — Ty (vel. (7.1)(4)) mit Vf(ri) = r2 gibt.

Die Aquivalenzklasse von (T',r) bezeichne ich mit [(T, r)].

(3) Ein zusammenhéngender Multigraph ohne Schlaufen, in dem zwei verschiedene
einfache Kreise stets kantendisjunkt sind, heifit Kreisebaum . 0
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(11.2) Beispiel: Betrachte die folgenden Multigraphen:

G, G, Ga

(G1 und (G5 sind keine Kreisbdume; (G5 ist einer. O

(11.3) Lemma: Sei G ein nichtleerer Keisebaum. Fir jeden einfachen Kreis C' in
G ses
1(C) :=#{p e VC| p hat in G einen Grad > 3}.

Es gilt: G ist ein einfacher Kreis, oder es gibt in G einen Punkt, der nur zu hdchstens
einem anderen Punkt adjazent ist, oder G enthdlt einen einfachen Kreis C' mit1(C) =
1.

Beweis: Nehmen wir an: jeder Punkt in G ist zu mindestens zwei verschiedenen
Punkten aus G adjazent. Ist G kein einfacher Kreis, so gilt (weil G zusammenhédngend
ist) 1(C') > 1 fiir alle einfachen Kreise C' in G. Nehmen wir also noch 1(C') > 2 fiir
alle einfachen Kreise C' in G an. Man wéhlt nun p € VG beliebig und beginnt in p
einen Weg nach folgender Regel: Hat man zuletzt eine Kante benutzt, die Teil eines
einfachen Kreises C ist (C' ist dann durch die Kante eindeutig bestimmt), so lduft
man nicht 'um ganz C' herum’, sondern verlafit C' vorher. Dies ist wegen 1(C') > 2
stets moglich. Auflerdem geht man von einem Punkt p aus niemals zu dem Punkt
zuriick, von dem man gerade kam (moglich, weil p mindestens zwei Nachbarn hat).
Man erhélt so einen unendlichen Weg in G, der aus lauter verschiedenen Punkten
besteht, und das ist sicher ein Widerspruch. O

Das Lemma zeigt, daf} ein Kreisebaum, ausgehend von einfachen Kreisen, mehrfachen
Kanten und linearen Graphen, durch die in (9.8) untersuchte Operation des Identifi-
zierens zweier Punkte entsteht. (Man sieht an dieser Stelle sofort, dafi Kreisebdume
planar sind, d. h. sie kénnen ohne Kanteniiberschneidungen in die Ebene eingebettet
werden.) Das Coxeterpolynom einer zykelfreien Orientierung I' 148t sich damit rein
mechanisch berechnen, wenn man zusétzlich zu G nur die zu jedem einfachen Kreis
von G nach (9.15) gehorigen Zahlen m und n kennt. Ebenso hiangt die Klasse von T’
bzgl. Spiegelungsiquivalenz nur von diesen Daten ab, wie (9.9) (und eine Induktion
mit (11.3)) zeigt.

Um diese mechanische Rechnung auch tatséchlich maschinell durchfiihren zu kénnen,
ist zunéichst eine geeignete Notation fiir diese Kocherklasse zu entwickeln (die Darstel-
lung durch die Adjazenzmatrix ist sicher viel zu unhandlich). Da die Operationen aus
89 fiir die beteiligten Kocher stets einen ausgezeichneten Punkt voraussetzen, an dem



§11 EINE NOTATION FUR GEWURZELTE KREISEBAUME 73

‘verklebt’ wird, sollten wir genauer ein Symbol fiir gewurzelte, zykelfreie Orientierun-
gen von Kreisebaumen suchen; da wir ausschlieflich am Coxeterpolynom interessiert
sind, reicht es, diese nur bis auf Aquivalenz (vgl. (11.1)(2)) zu beschreiben. Das
geschieht nun:

(11.4) Die Notation. (1) Die Aquivalenzklasse der Orientierungen des linearen
Graphen mit n > 1 Punkten, deren Wurzel das eine Ende ist, wird mit

n
bezeichnet.

(2) Die Aquivalenzklasse der zykelfreien Orientierungen des Multigraphen, der aus 2
durch n > 1 Kanten verbundenen Punkten besteht und deren Wurzel der eine dieser
beiden Punkte ist, wird mit

K(n)
bezeichnet.

(3) Ist v eines der in (1) und (2) beschriebenen Symbole und bezeichnet es [(A, s)]
und ist U das Symbol der Klasse [(I', )], so bezeichnet

vx U

die Klasse des gewurzelten Kochers, der durch Identifikation von r mit dem Nicht-
Wurzel-Ende von A entsteht und s als Wurzel hat.

(4) Bezeichnen Uy, ..., U, (t > 1) die Aquivalenzklassen [(I'y,71)],...,[(Ts,7¢)], so
steht
[U1,...,U]

fiir die Klasse desjenigen gewurzelten Kochers, der aus den I'; durch Identifikation
der r; zu einer neuen Wurzel r entsteht.

(5) Bezeichnen Uy, ..., U, (t > 0) die Aquivalenzklassen [(T'y,71)],...,[(I';, ;)] und
sind m,n,ly,..., Ly €ENmit m+n =21, — 1) und [; > 2, so ist

Cm,n(lla U1> ey lt7 Uta lt-i—l)

die Notation fiir die Klasse des folgenden gewurzelten Kochers I':
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Dabei sei r die Wurzel von I" und von den m + n Kanten des Kreises seien m im
Uhrzeigersinn und n gegen den Uhrzeigersinn orientiert. (I entsteht aus [y * [Uy, [y *
[Us, I3 % ..., 1y % [Uyg, li41] - - - ]] durch Identifikation der Wurzel von [; mit dem freien
Ende von [;41.) O

(11.5) Beispiel: Wir wollen die Aquivalenzklasse des folgenden gewurzelten Kochers
beschreiben (der eingekreiste Punkt ist die Wurzel):

/

A
Y
PR
v

o=—90

o_+°
A
Eine Notation ist:

(K(2),2 % Cy2(2, [Caa(4, [2,2],3), K(2) # [2  [2,2], 3% [2, 2]]], 2, K(3), 2)]

Eine andere Mdoglichkeit:

[1,K(1) * Ca1(2,K(3),2, [K(2) % [3%[2,2],2[2,[2]]], C25(3,[2,2],4)], 2), K(2)]

(11.6) Bemerkung: (1) Jede Aquivalenzklasse einer gewurzelten, zykelfreien Ori-
entierung (I',7) eines Kreisebaumes ist durch ein Symbol beschreibbar; dazu fiihrt
man eine Fallunterscheidung nach der Wurzel r durch:

(a) Hat r den Grad 0, so ist VI' = {r}, weil I' zusammenhéngend ist, und [(T',7)]
wird durch das Symbol 1 beschrieben.

(b) Ist r nur zu einem weiteren Punkt von I" adjazent, so beginnt das gesuchte Symbol
mit einer der in (11.4)(1) oder (2) beschriebenen Konstruktionen, evtl. gefolgt von
der aus (11.4)(3).

(c) Hat r den Grad 2 und ist r in einem einfachen Kreis von T' enthalten, so beginnt
das gesuchte Symbol mit der Konstruktion aus (11.4)(5).

(d) In allen anderen Fillen findet (11.4)(4) Anwendung.

(2) Wie in (11.5) gesehen, ldBt das Symbol noch recht viele Freiheiten. Durch die
folgenden Konventionen erreicht man eine gewisse Normierung:
(a) Das Symbol n ist als Teil eines grofieren Symbols nur fiir n > 2 erlaubt.
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(b) Das Symbol [Uy, ..., U] ist nur bei t > 2 erlaubt (weil U und [U] stets dieselben
Aquivalenzklassen bezeichnen).

(c) Als Elemente von Listen sind keine Listen erlaubt ([A, [B, C]] bezeichnet dieselbe
Klasse wie [A, B, C]).

(d) Teilsymbole der Form n % m sind verboten. (n * m bezeichnet dieselbe Aquiva-
lenzklasse wie n +m — 1).

(e) Ausdriicke der Form K(n) sind nur fiir n > 2 erlaubt.

(f) Das Symbol Cy ; ist verboten. (Man kann dafiir K(2) benutzen.)

Alle tibrigbleibenden Mehrdeutigkeiten resultieren daraus, dafl
Ui, ..., U] und [Usqy, - ., U]
fiir jedes o € S; sowie
Crn(li, U, ..., Uy, liyq) und Gy (b4, Uy ..o, Uy ligr) und Gy (Lgr, Ur,y ., Un L L)

jeweils dieselben Aquivalenzklassen beschreiben. U

§12 Implementationen

Die Implementationen wurden in MapleV durchgefiihrt. Die im letzten Paragraphen
vorgestellte Notation sieht in Maple ein klein wenig anders aus; dieses beschreibe ich
zunéchst, dann wird jedes der im Anhang befindlichen Programme genau erklért.

(12.1) Die Maple-Notation. Das Symbol '+’ ist in Maple fiir die Multiplikation
vordefiniert. Deswegen ist es fiir unser Symbol wertlos: der Term 3 x4 z. B. wiirde
automatisch zu 12 vereinfacht und nicht zu 6. Da man dieses Verhalten nicht dndern
kann, habe ich mich entschieden, diesen Operator in Maple mit &* zu bezeichnen.
(Die sogenannten neutralen Operatoren von Maple beginnen immer mit einem &. Sie
sind dadurch gekennzeichnet, daf3 der Evaluator keinerlei Eigenschaften voraussetzt;
vielmehr kann der Benutzer einem neutralen Operator selbst gewisse Eigenschaften
"aufzwingen’, etwa Assoziativitét.)

Obwohl es nicht unbedingt notig gewesen wére, habe ich aus systematischen Griinden
auch den Operator K zum Beschreiben einer mehrfachen Kante in Maple mit &K und
den Operator C zum Beschreiben eines Kreises mit &C bezeichnet.

Da in Maple keine Indexschreibweise moglich ist, 148t sich die Notation fiir Kreise
aus (11.4)(5) nicht ohne weiteres in Maple iibertragen; statt

Crin(ly, Ury .o 1, Uy L)
schreiben wir in Maple
&C([m,nl, 11, Uy, ..., l;, Uy liyq) .
Auflerdem lasse ich die Abkiirzung &C([m,n]) fiir &C([m,n] ,m+n+1) zu. O
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(12.2) Das Programm coxpoly. Dieses Maple-Programm berechnet aus der No-
tation der Aquivalenzklasse einer zykelfreien Orientierung eines Kreisebaumes das
zugehorige Coxeterpolynom.
Als Eingabe verlangt die Prozedur ein Symbol kbaum und einen Ausdruck T; das Co-
xeterpolynom der durch kbaum definierten Ko6cherklasse wird dann an der Stelle T
berechnet (i. a. wird T eine Unbestimmte, also ein Name ohne Wert sein). Wird ein
optionaler dritter Parameter V angegeben, so miissen T und V Namen sein. Im Resul-
tat wird dann die Abkiirzung V(j) fiir den héufig auftretenden Term (T~ j-1)/(T-1),
also fiir das Coxeterpolynom des A;_;, benutzt.
Will man das Coxeterpolynom einer konkreten zykelfreien Orientierung eines kon-
kreten Kreisebaumes berechnen, so ist dieses im Prinzip immer durch Aufstellen
der Coxetermatrix und anschlieBendem Berechnen des charakteristischen Polynoms
moglich; der Vorteil meines Verfahrens besteht dann lediglich in einem erheblichen
Geschwindigkeitsgewinn (s. u.). Nutzt man jedoch die Fahigkeit von Maple aus, mit
Namen symbolisch rechnen zu koénnen, so ertffnet das Programm tatséichlich neue
Mboglichkeiten; es erlaubt als Eingabe nicht nur die in (11.4) und (12.1) beschrie-
benen Maple-Symbole, sondern sogenannte Symbol-Schemata, die ich im folgenden
erklére:
Zunéchst ist es erlaubt, iiberall, wo in einem Symbol eine natiirliche Zahl stehen
muf}, nun auch einen allgemeinen Ausdruck einzusetzen. Die in ihm vorkommenden
Variablen- und Funktionsnamen miissen aus Griinden, die sofort klar werden, mit
Kleinbuchstaben beginnen. Das Coxeterpolynom wird dann in Abhéngigkeit von den
in diesen Ausdriicken vorkommenden unevaluierten Namen bestimmt. So ist es z. B.
durch den Aufruf

coxpoly(p&x*[2,2],T)

moglich, die Abhéngigkeit des Coxeterpolynoms vom Parameter p (vorausgesetzt, p
ist ein Name ohne Wert) zu analysieren.

Weiter ist es zulissig, jedes Teilsymbol von kbaum, daf die Aquivalenzklasse eines
gewurzelten Kochers beschreibt, durch einen (evtl. indizierten) Namen oder einen
unevaluierten Funktionsaufruf B, der mit einem Grofibuchstaben beginnt, zu erset-
zen. B steht dabei fiir einen beliebigen, gewurzelten und zykelfreien Kocher; die
Einschriankung auf gewurzelte, zykelfrei orientierte Kreisebdume ist nicht notwendig.
Das Coxeterpolynom wird dann in Abhéngingkeit von &Chi(B), dem Coxeterpoly-
noms von B, und &chi(B), dem Coxeterpolynoms des aus B durch Entfernen der
Wurzel entstehenden Kochers, bestimmt. Man kann das Programm also als Formel-
generator verwenden; der Aufruf

coxpoly ([G1,&K(k)&*G2],T)

ergibt z. B. die Formel aus (9.11)(1). Dieses ist jedoch nur eingeschriankt nutzbar, da
das Programm sein Resultat nicht hinreichend vereinfacht; das mufl jeweils mit den
einschlagigen Maple-Routinen oder von Hand nachgeholt werden, bis eine verdauliche
Form erreicht ist.

Es existiert noch eine dritte Erweiterung gegeniiber den einfachen Maple-Symbolen:
Listen, die das Identifizieren der Wurzeln mehrere Kocher zu einer neuen Wurzel
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symbolisieren, diirfen auch unevaluierte Aufrufe des Maple-Reihungsoperators $ ent-
halten. Das Coxeterpolynom wird dann in Abhéngigkeit von den vorkommenden
Namen zuriickgegeben. So liefert z. B. der Aufruf

coxpoly([p(i)$i=1..t],T)

die Formel eines Sterns aus (9.12)(1), vorausgesetzt p(i) und t sind Namen ohne
Wert. Der in in (9.11)(3) beschriebene Baum hat das Symbolschema [G(i)$i=1..t].
Reihungen diirfen auch geschachtelt werden.

Das Programm coxpoly selbst besteht im wesentlichen nur aus einem Aufruf der
Hilfsprozedur coxpolyl, die die eigentliche Arbeit verrichtet. Das von coxpolyl
gelieferte Ergebnis enthélt die Abkiirzung W(j,T) fiir den Term (T"j-1)/(T-1); in
coxpoly wird dann anschlieend dieses W(j,T) durch (T~j-1)/(T-1) bzw. V(j) er-
setzt und das Ergebnis evtl. normalisiert.

Die Prozedur coxpolyl verlangt dieselben Argumente wie coxpoly und liefert eine
Liste zuriick, die aus dem Coxeterpolynom des iibergebenen Kochers sowie des aus
diesem durch Entfernen der Wurzel entstehenden Kochers, jeweils an der Stelle T aus-
gewertet, besteht. Dieses ist die wesentliche Idee des Programmes: man beobachtet,
daf} die Formeln aus §9 stets diese beiden Coxeterpolynome der beteiligten gewurzel-
ten Kocher beinhalten; auflerdem ist es offenbar leicht und schnell méglich, aus den
Coxeterpolynomen der beteiligten Teilkcher (die ja auch fiir die Bestimmung des
Coxeterpolynoms von kbaum bendétigt werden) das Coxeterpolynom des aus kbaum
durch Entfernen der Wurzel entstehenden Ko6chers zu berechnen. Das Programm
ist weitgehend selbsterklérend: es wird je nach vorliegendem Symboltyp die entspre-
chende Formel aus §9 angewandt. Ein grofler Teil des Programmtextes beschéftigt
sich lediglich damit, festzustellen, ob das iibergebenen Symbol kbaum ein syntaktisch
korrekt gebildetes Symbol fiir die Aquivalenzklasse einer zykelfreien Orientierung ei-
nes Kreisebaumes ist oder nicht.

Nur falls kbaum ein Kreis ist, also ein &C-Ausdruck, muf fiir die Berechnung des Coxe-
terpolynoms etwas gearbeitet werden: Fatal wére es, wollte man auch dieses Symbol
rekursiv abarbeiten. Um das Coxeterpolynom des aus

kbaum = &C([m,n],li, Uy, ... I, Us, liiq1)
durch Entfernen der Wurzel entstehenden Koéchers zu bekommen, mufl das Symbol
(ll — ].)&* [Ul, lg&* [UQ, s [Ut> (lt—l—l - 1)] 1]

generiert und an coxpolyl iibergeben werden. Wiirde man also rekursiv arbeiten

und fiir jedes ¢ € {1,... ,t} einmal coxpolyl mit einem gewissen &C-Ausdruck, der
U ...U; enthilt, aufrufen, so wiichse der Aufwand sicher quadratisch in der Sym-
bolldnge.

Stattdessen entwickele ich das Coxeterpolynom eines &C-Ausdrucks iterativ: Zuerst
wird fir j = ¢,...,1 das Coxeterpolynom u[j] des linearen Graphen mit —1 +
Z’,‘:;l] +1(lx—1) Punkten berechnet, und zwar unter Benutzung des Ergebnisses des vor-
herigen Iterationsschrittes. Nun wird ausgehend vom Coxeterpolynom von &C([m,n])
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sukzessive fiir 1 = 1,...,¢ das Coxeterpolynom result von
r+1
&C( [m:n] :lla U17 CR l’ia Ui) 1+ Z (l] - ]‘))
j=i+1

berechnet. Um keine Mehrfachrechnungen notwendig zu machen, werden gleichzeitig
im i-ten Iterationsschritt die Coxeterpolynome

pl1] von Ligx [U;_1, i _1&*[. .., L&x[U], L1---11,
ql[1] von Li&* [U; 1, li1&* [ .. 1&x [Uy,(l; — 1)1+ - 11,
pl2] von (I; — 1)&x[U;_1,li1&*[...  lo&x*[U7, ;1---11,

sowie q[2] von (lz — 1)&* [Ui—1> li—l&* [... ,lg&* [Ul,(ll — ].)] ---11]

bestimmt. So gelingt es, den i-ten Iterationsschritt nur mit den im (i — 1)-ten be-
rechneten Daten (und den u[j]) zu bestreiten.

Das im letzten Iterationsschritt berechnete q[2] ist offenbar das Coxeterpolynom
des aus kbaum durch Entfernen der Wurzel entstehenden Kochers und wird deswegen
neben result als zweites Resultat zuriickgegeben.

Nun zur Aufwandsabschétzung. Ich setze voraus, daf$ die arithmetischen Operatio-
nen +, =, * und /, angewandt auf Zahlen, einen konstanten Aufwand haben. Be-
trachtet wird das Problem, aus einer Notation kbaum wie in (12.1) definiert und einer
gegebenen Zahl T den Wert des zugehorigen Coxeterpolynoms an der Stelle T zu
berechnen. Der Zeitbedarf der Prozedur coxpoly fiir dieses Problem ist linear in der
Linge des Symbols kbaum. Bewiesen wird diese Aussage durch Induktion iiber den
Aufbau des Symbols kbaum. Ist kbaum selbst eine Zahl k € N, so ist der Ausdruck
(T**1—1)/(T —1) zu berechnen. Verwendet man beim Potenzieren die Bin#rdarstel-
lung von k41, so ist dieses mit Aufwand log(k+1), also linear in der Liange von kbaum,
moglich. Ist kbaum ein &*-Ausdruck, so ordnet coxpoly diesen zunéchst rechtsasso-
ziativ. Dieses Umordnen geschieht fiir jedes in kbaum vorkommende &* hochstens
einmal, so dafl sich insgesamt auch nur linearer Aufwand ergibt. Das Berechnen des
Coxeterpolynoms des &*-Ausdrucks aus seinen beiden Operanden benétigt nur noch
konstante Zeit, falls einmal die Coxeterpolynome dieser beiden Operanden berechnet
worden sind. Vollig unproblematisch ist der Fall, dal kbaum ein &K-Ausdruck ist. Bei
einem [...]-Ausdruck sind nach dem Berechnen der Coxeterpolynome der ¢t Operan-
den noch etwa 3t Rechenoperationen notwendig: insgesamt bleibt der Aufwand linear
in der Lénge des Ausdrucks. Nun zu den &C-Ausdriicken: zunéchst werden die u[j]
bestimmt, und zwar so, dal der Zeitaufwand proportional zur Summe der Langen
von [y, ..., ;41 bleibt. Anschlieend wird in einer Schleife fiir i = 1,... ¢ jeweils der
Kocher U; 'angeklebt’; dazu wird das Coxeterpolynom von U; berechnet und ansch-
lielend (beim Aktualisieren von p und q) noch eine Zeit verbraucht, die proportional
zur Lénge von [;4, ist. Man beachte, daf§ durch die geschickte Wahl der p, q und
u[j] die Daten des i-ten Iterationsschrittes schnell aus den vorher berechneten be-
stimmt werden konnen. Wichtig ist auch, dafl die ulj] vor Beginn der Iteration zu
bestimmen sind, da sie in der Reihenfolge u[1],... ju[t+1] benétigt werden, aber
unbedingt in der Reihenfolge ul[t+1],... ;u[1] ausgerechnet werden miissen.
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Es ist mdglich, mit einem in der Anzahl der Punkte des Kdchers quadratischen Zeit-
aufwand aus einer Notation kbaum die Koeffizienten des zugehorigen Coxeterpolynoms
zu bestimmen. Da der Aufwand des Maple-Befehls normal nicht bekannt ist, kann
man das an der vorliegenden Version von coxpoly nur schwer sehen. Man kann aber
so vorgehen: Besteht der Kécher aus n Punkten, so bestimmt man einfach die Werte
des Coxeterpolynoms an n + 1 Stellen mit coxpoly und berechnet anschliefend das
Coxeterpolynom (nédmlich das Interpolationspolynom dieser Daten in der Form von
Newton) und dessen Koeffizienten. Der Zeitbedarf ist proportional zu n?. (Natiirlich
wurde hierbei benutzt, dal die Symbolldnge linear mit n wéachst. Dies ist nur gewéhr-
leistet, wenn die in (11.6)(2) angegebenen Restriktionen beachtet werden.) O

Mit dem folgenden Programm sollten Vermutungen iiberpriift werden, die sich auf
die Gestalt der irreduziblen Faktoren von Coxeterpolynomen beziehen.

(12.3) Das Programm cycfactor. Als Argument wird ein Polynom F mit ganz-
zahligen Koeflizienten in einer Unbestimmten erwartet. Zuriickgegeben wird eine
Liste

Cln, ..o ymed, LG, mu ], .o TGy, T, ],

mit irreduziblen Polynomen G;, so dafl

k !
F=1]%. [[G"

i=1 i=1
gilt. Dabei ist ®, das k-te Kreisteilungspolynom.
Eine wesentliche Laufzeitverbesserung gegeniiber dem bloflen Abtesten aller in Frage
kommenden Kreisteilungspolynome erreicht man, indem vor dem wirklichen Test auf
Teilbarkeit im Polynomring zuerst in beide Polynome die Zahl 2 eingesetzt und die er-
haltenen Werte auf Teilbarkeit untersucht werden (die Koeffizienten beider Polynome
sind ja ganzzahlig). Experimentell zeigt sich, daf dieses Vorgehen durch weiteres Ein-
setzen anderer Argumente nicht mehr verbessert wird.
Ein Problem besteht darin, abzuschitzen, welche Kreisteilungspolynome iiberhaupt
als Teiler in Frage kommen. Diese Aufgabe wird von der Routine suchgrenze erle-
digt, die auf dem folgenden Lemma beruht. Beachte: Mit der Eulerschen ¢-Funktion
gilt grad &5, = (k). O

(12.4) Lemma: Sei (p;)ien die Folge der Primzahlen in ihrer natirlichen Reihen-
folge. Sei k € N. Es seir € N mit

T

1:[(1 —1/p;) > 1/k.

Dann gilt fir jedes d € N mit d < TI_;(p; — 1):

Aus  ¢>kd  folgt  ©(q) > d.
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Beweis: Es gelte ¢ = [Ip; und ¢(q) < d. Dann ist

T

[Ipi—1)>d =[Ir ' wi-1)>I](pi—1),

=1 n; >0 n; >0
also #{i € N|n; > 0} <r und es folgt
[Ta-1/p) = Hl—l/pz
n; >0 =1

(diese Ungleichung gilt termweise; links konnen nicht mehr Terme als rechts stehen).
Es folgt

v(q) d kd

— < < .
O Mool = 1/p:) =TI, (1= 1/ps) -

(12.5) Das Programm coxmat. Es handelt sich um ein Maple-Programm zur Be-
rechnung der Konjugationsklasse der Coxetermatrizen eines Multibaumes. Nach (9.2)
und (9.4) sind die zu verschiedenen Orientierungen eines Multibaumes gehérigen Co-
xetermatrizen konjugiert. Das Programm berechnet die Coxetermatrix einer biparti-
ten Orientierung des iibergebenen Multibaumes.

Als Argument wird ein Symbol wie in (12.1) erklért erwartet, mit der einen Aus-
nahme, dafl der Operator &C nicht zuléssig ist. Als Teil eines Symbols sind keine
unevaluierten Namen als Parameter erlaubt.

Die Vorgehensweise des Programms beruht im wesentlichen nur auf der Beobachtung
(8.5)(4) iiber die kombinatorische Interpretation der Eintrége in einer Coxeterma-
trix.

Die eigentliche Arbeit wird wieder von einer Unterprozedur coxmatl erledigt. Sie
erhélt als Argument die Notation tree eines (gewurzelten) Multibaumes, eine Ma-
trix A, einen Index start_ind und einen boolschen Wert up. Die Coxetermatrix des
aus tree durch Entfernung der Wurzel entstehenden, bipartit orientierten Multiwal-
des wird in die Matrix A, beginnend mit dem Index start_ind eingetragen. Die
Orientierung von tree wird dabei so gewahlt, dal die Wurzel genau dann eine Senke
wird, wenn up=true ist. Zuriickgegeben wird die Anzahl nodes_out der Punkte von
tree sowie zwei Listen alist_out und aalist_out. alist_out enthélt zu jedem in
tree zur Wurzel adjazenten Punkt die Anzahl der Kanten zwischen diesem und der
Wurzel; aalist_out enthélt zu jedem Punkt aus tree, der zur Wurzel den Abstand
2 hat, die Anzahl der Twistwege zwischen diesem und der Wurzel (falls welche exi-
stieren). Es ist klar, dal diese Informationen ausreichen, um die Coxetermatrix eines
zusammengesetzen Symbols aus denen der Komponenten zu berechnen: Zwischen
der Wurzel und den Punkten, die einen Abstand > 2 zu ihr haben, gibt es wegen der
bipartiten Orientierung weder Wege noch Twistwege in tree.

Eine Betrachtung des Programmtextes zeigt, dafl jedes Element der Matrix A hoch-
stens zweimal beschrieben wird: die Prozedur hat also quadratischen Aufwand in der
Punktanzahl von tree. (Der Aufwand ist nicht besser als quadratisch, denn der Baum
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2,2, ...,2] liefert bei bipartiter Orientierung eine fast voll besetzte Coxetermatrix,
falls die Wurzel eine Senke ist.) Dies ist eine wesentliche Verbesserung gegeniiber dem
Berechnen der Coxetermatrix mittels & = —*Cp(I — Ar), denn letzteres benétigt
mindestens eine Matrixmultiplikation. Allerdings ist noch nicht klar, ob die Prozedur
coxmat optimal ist; es wire moglich, dafl jeder Multibaum eine Orientierung besitzt,
die zu einer schwach besetzten Coxetermatrix fithrt und dafl diese Orientierung sowie
die zugehorige Coxetermatrix schneller als quadratisch berechenbar sind. (Das oben
angefiihrte Beispiel fiihrt zu einer schwach besetzten Coxetermatrix, wenn die andere
bipartite Orientierung gewéhlt wird.) O

§13 Experimente und offene Fragen

Ich habe mit den im vorigen Paragraphen vorgestellten und im Anhang befindlichen
Programmen einige groflere Felduntersuchungen durchgefiihrt. Hierbei ging es um
verschieden Vermutungen iiber das Coxeterpolynom, von denen einige inzwischen
bewiesen oder widerlegt werden konnten.

Vermutet wurde, dafy die Anzahl der nichtzyklotomischen irreduziblen Faktoren des
Coxeterpolynoms eines Baumes durch die Anzahl seiner Verzweigungspunkte be-
schrinkt sei. Ich begann, dieses zunéchst bei den H-férmigen Baumen (vgl. (9.12)(2))
mit Armlédnge < 25 zu testen und fand die Vermutung bestétigt. Gleichzeitig er-
wies sich eine andere Vermutung als falsch: die Anzahl der nichtzyklotomischen ir-
reduziblen Faktoren des Coxeterpolynoms eines Baumes wéchst nicht notwendig bei
Vergroflerung des Baumes. Daher eignet sich diese Anzahl nicht unbedingt als Kom-
plexitatsmaf.

Bei den Berechnungen an H-férmigen Baumen ergaben sich einige Ergebnisse, die
mit theoretischen Vorhersagen nicht iibereinstimmten; es stellte sich heraus, daf§ der
Grund ein Fehler in der Maple-Faktorisierungsroutine war. Dieser Fehler war bereits
bekannt und die Berechnungen konnten mit einer verbesserten Prozedur wiederholt
werden.

Sowohl bei den H-férmigen Badumen der Armliange < 25 wie auch bei den Baumen
der Form [t * [r * [p1,p2], s * [q1, ¢2]]] mit 7, s, ¢, p1, 2, q1, g2 < 15 bestétigte sich die
Vermutung iiber die Anzahl der nichtzyklotomischen Faktoren; inzwischen wurde sie
von Herrn Lenzing und Herrn de la Pena bewiesen.

Eine weitere Beobachtung ist bisher iiber den experimentellen Status noch nicht hin-
aus: die nichtzyklotomischen Faktoren eines Coxeterpolyynoms sind stets selbstrezi-
prok. Dies ist nicht selbstversténdlich, aber inzwischen bei der oben angesprochenen
Klasse von H-férmigen Baumen bestétigt.

Ich habe eine weitere Vermutung iiber die Nullstellenmenge des Coxeterpolynoms
getestet. In (10.3) hatten wir gesehen, dafl die Nullstellen des Coxeterpolynoms eines
bipartiten K&chers entweder positiv sind oder den Betrag 1 haben. Man vermutet,
dafl die Voraussetzung ’bipartit’ hierbei zu eng ist. Ich habe die Coxeterpolynome
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aller Kocher mit 4 Punkten und hochstens 7-fachen Kanten getestet (die K6cher muf-
ten dabei nur bis auf Spiegelungséquivalenz klassifiziert werden, auflerdem konnten
alle bipartiten Orientierungen sowie die Kreise mit einfachen Kanten aufler acht ge-
lassen werden, da fiir diese die Vermutung korrekt ist). Bei allen diesen untersuchten
Coxeterpolynomen lagen die Nullstellen im vorhergesagten Bereich (natiirlich nur im
Rahmen der Rechengenauigkeit, da hier nicht exakt gerechnet werden konnte). Bisher
gibt es noch keinen Beweis fiir diese Vermutung.
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Anhang
1. Das Programm coxpoly

# LAST EDIT: Mon Jul 20 14:06:03 1992 by Axel Boldt (axel@uni-paderborn.de)
coxpoly := proc(kbaum,T,V)

Berechnet das Coxeterpolynom des Wurzel-Kreisebaumes mit dem Symbol
kbaum an der Stelle T. Ist der optionale Parameter V angegeben und
sind V und T Namen, so steht im Ergebnis die Abkuerzung V(j) fuer
(T~j-1/(T-1).

Korrekte Symbole fuer Wurzel-Kreisebaeume werden wie folgt gebildet:

** Ist t >= 1 und sind S1,...,5t Symbole fuer die gewurzelten
Koecher (B1,v1),...,(Bt,vt), so symbolisiert
[S1,...,St]
den Wurzel-Kreisebaum (B,v), der aus den Bi durch Identifizierung
der Wurzeln v1,..,vt zu einer neuen Wurzel v entsteht.

** Fuer eine natuerliche Zahl n bezeichnet
n
den linearen Graphen A(n) mit n Punkten und
&K (n)
eine n-fache Kante, jeweils mit einem Randpunkt als Wurzel.

*% Ist k ein Symbol der Form n oder &K(n) und ist S das Symbol
eines beliebigen Wurzel-Kreisebaum (B,v), so bezeichnet
k&*S
den Wurzel-Kreisebaum, der aus dem Identifizieren von v mit einem
Ende von k entsteht und das andere Ende von k als Wurzel hat.

H OH H H H HH HHHEHHHHHHHHHHEHHHHHHHEHHHH
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** Ist t >= 0 und sind S1,...,St Symbole fuer Wurzel-Kreise-
baeume und sind p,q >= 1 und n_1,...,n_(t+1) >= 2 mit
n_1+...+n_(t+1) = p+qtr+l, so bezeichnet
&C([p,ql,n_1,81,n_2,82,...,St,n_(t+1))

den Koecher, der aus n_1&*[S1,n_2&*[...n_t&*[St,n_(t+1)]...]] durch

Identifizieren seiner Wurzel mit dem Ende von n_(t+1) zu einer neuen
Wurzel entsteht. Von den p+q Kanten des entstehenden Kreises seien p
"im Uhrzeigersinn" und q "gegen den Uhrzeigersinn" orientiert. Als
Abkuerzung ist &C([p,ql) fuer &C([p,ql,ptq+l) erlaubt.

Als Argument kbaum ist auch das Schema eines Wurzel-Kreisebaumes
zulaessig; d.h. in n &* t und in &K(n) darf n ein unevaluierte
(evtl. indizierte) Name oder ein unevaluierter Funktionsausdruck
sein, und in Listen duerfen $-Ausdruecke stehen, z.B. steht

[ plil &* [ 3 , &K(r[jl) $ j=1..s(i) 1 ¢ i=1..t ]
fuer
[p[1]*[3,&K(xr[1]),..,&K(r[s(1)I])],..,p[t]*[3,&K(r[1]),..,&K(r[s(£)1)]1];
dabei duerfen die s(i), r und t auch unevaluierte Namen sein. Die
Abkuerzung t$k steht fuer t,..,t , wobei das Symbol t k-mal
hingeschrieben ist. In der Argumentliste zu &C sind keine
$-Ausdruecke erlaubt. Die Namen, die ganze Zahlen bezeichnen,
muessen mit Kleinbuchstaben beginnen.

Ueberall, wo in einem Schema das Symbol eines Wurzel-Kreisebaumes
stehen muss, ist auch ein unevaluierter (evtl. indizierter) Name
oder ein unevaluierter Funktionsausdruck B, der mit einem
Grossbuchstaben beginnt, erlaubt. Das Coxeterpolynom wird dann in
Abhaengigkeit von &Chi(B) und &chi(B) bestimmt ( &Chi(B) bezeichnet
das Coxeterpolynom von B und &chi(B) das des aus B durch Entfernung
der Wurzel entstehenden Koechers). Die Namen &Chi und &chi sollten
daher keinen Wert haben.

Um Rechenzeit zu sparen, stehen im Resultat die unevaluierten Summen
in der Form Sum(...) und nicht sum(...); dies hat zur Folge, dass es
sinnvoll sein kann (etwa wenn fuer vorher unspezifizierte Parameter
nun Zahlen eingesetzt werden sollen), das Resultat (nach dem
Einsetzen der Zahlen!) mit subs({Sum=sum,Product=product},-) zu
bearbeiten.

H OH H HH HHHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHEHHHHEHHEHHEHHHHEHHEHHEHH

local resultat,W;

# Das Argument fuer coxpoly darf kein einzelner $-Ausdruck
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# sein; dies muss hier abgetestet werden, da coxpolyl als Argumente
# solche Ausdruecke zulaesst.
if type(kbaum,function) and op(0,kbaum)=‘$‘ then
ERROR(‘Als Argument ist kein $-Ausdruck erlaubt °,kbaum)
fi;

if not(type(‘&Chi‘,name) and type(‘&chi‘,name)) then
print (‘WARNUNG: &chi und &Chi sollten Namen ohne Werte sein. ‘);
fi;

# coxpolyl liefert sowohl das Coxeterpolynom von kbaum als auch das
# des aus kbaum durch Entfernen der Wurzel entstehenden Koechers.

# Uns interessiert nur ersteres:
resultat:=‘coxpoly/coxpolyl‘ (kbaum,T,W) [1];

# Verarbeite die Abkuerzung V richtig:
if nargs=3 then
if not( type (T,name) and type(V,name)) then
ERROR(‘das zweite und dritte Argument muessen Namen sein. ‘)
fi;
W:=proc(j,U)
if  j=-1 then RETURN(-U~(-1))
elif j=0 then RETURN(O)
elif j=1 then RETURN(1)
else RETURN (’procname’(args([1]))
fi;
end;
# Ersetze W durch V im Resultat, aber nicht
# W(-1,U), W(O,U) und W(1,U):
RETURN (subs (W=V,eval (resultat)))
else
if T=1 then
W:=proc(j,U)
RETURN (j) # V(j) hat an der Stelle 1 den Wert j.
end
elif T=0 then
W:=proc(j,U)
if j=0 then
RETURN (0)
else
RETURN (1)
fi
end
else
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W:=proc(j,U)
if  j=-1 then RETURN(-U"~(-1))
elif j=0 then RETURN(O)
elif j=1 then RETURN(1)
elif j=2 then RETURN(U+1)
# Falls Maple x7j als x*x*...*x berechnet, muss hier eine
# intelligentere Routine eingebaut werden, die x7j in Zeit
# 0(log(j)) bestimmen kann:
else RETURN((U~j-1)/(U-1))
fi
end
fi;
# Ersetze nun im Resultat ueberall das W durch seine Definition:
RETURN (normal (eval (resultat) ,expanded))

fi
end;

#i#H#

#### Nun folgen Hilfsprozeduren fuer coxpoly:

#Hi#

‘coxpoly/is_nat_number_expr‘:= proc(s)

# Stellt fest, ob s ein Ausdruck ist, der eine natuerliche Zahl

# bezeichnet (d.h. s ist eine natuerliche Zahl oder die in s

# vorkommenden Namen und Funktionsnamen beginnen mit Kleinbuchstaben)

evalb( type(s,posint) or ‘coxpoly/is_number_expr‘(s) )

end;

‘coxpoly/is_number_expr‘:= proc(s)

# Stellt fest, ob s ein Ausdruck ist, der eine ganze Zahl bezeichnet
# (d.h. die Namen und Funktionsnamen in s beginnen mit Kleinbuchstaben)

local result,opnd;
option remember;
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if type(s,string) then
RETURN( evalb( lexorder(’a’,s) # Achtung: ’a’ und *nicht* ‘a‘
and lexorder(s,’zzzz’) ) ) # ein bisschen gemogelt...
elif type(s,function) or type(s,indexed) then
RETURN (¢ coxpoly/is_number_expr‘ (op(0,s)))
elif type(s,integer) then
RETURN (true)
elif type(s,‘+‘) or type(s, ‘*‘) or type(s,‘~ ‘) then
# Checke nun alle Operanden von s:
result:=true;
for opnd in op(s) while result do

result := ‘coxpoly/is_number_expr‘ (opnd)
od;
RETURN (result)
else
RETURN (false)
fi
end;
‘coxpoly/is_kbaum_name‘ := proc(s)

# Stellt fest, ob s der Name eines verallgemeinerten Wurzelbaumes
# ( beginnend mit einem Grossbuchstaben ) ist.

option remember;

if type(s,string) then
RETURN( evalb ( lexorder(’A’,s)
and lexorder(s,’ZZZZ’) ) )
elif type(s,function) or type(s,indexed) then
RETURN (¢ coxpoly/is_kbaum_name‘ (op(0,s)))
else
RETURN (false)
fi
end;
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‘coxpoly/coxpolyl‘ := proc(kbaum,T,V)

# pl sei das Coxeterpolynom von kbaum und p2 das des aus kbaum durch
# Entfernen der Wurzel entstehenden Koechers. Zurueckgegeben wird

# eine Liste der Werte von pl, p2 an der Stelle T.

# Dabei steht V(j,T) synonym fuer (T"j-1)/(T-1), j>=-2.

local n,r,k,p,q,1,j,t,u,result,dummy_pl,dummy_ql,G,
erst_opnd,kanten,pkte,result_ohne_wurzel,zweit_opnd;
option remember;

HEHHHHHHH B H R H R H R RS
if ‘coxpoly/is_nat_number_expr‘(kbaum) then
RETURN( V(kbaum+1,T),
V(kbaum, T)
)
HEHHHHHHH R H R H R H R R RS
elif type(kbaum,function) and op(0,kbaum)=‘&*‘ then
if nops(kbaum)<>2 then
ERROR(‘Der Operator &* benoetigt zwei Operanden‘,kbaum)
fi;
erst_opnd:=op(1,kbaum) ;
if type(erst_opnd,function) and op(0,erst_opnd)=‘&*‘ then
# Hier wird dafuer gesorgt, dass Ketten nl &* n2 &* n3 &x ...
# als nl &* ( n2 &+ ( n3 &* ... ))) aufgefasst werden:
RETURN ( ‘ coxpoly/coxpolyl‘ (op(1l,erst_opnd)&*
(op(2,erst_opnd)&*op(2,kbaum)),
T,
V)
)
elif type(op(2,kbaum),function) and op(0,op(2,kbaum))=‘$‘ then
ERROR(‘Als zweiter Operand zu &* ist kein $-Ausdruck erlaubt‘,
kbaum)
elif ‘coxpoly/is_nat_number_expr‘(erst_opnd) then
p:=‘coxpoly/coxpolyl‘ (op(2,kbaum),T,V);
RETURN( V(erst_opnd,T)*p[1]-T*V(erst_opnd-1,T)*p[2],
V(erst_opnd-1,T)*p[1]-T*V(erst_opnd-2,T)*p[2]
)
elif type(erst_opnd,function) and op(0,erst_opnd)=‘&K‘ then
if not( nops(erst_opnd)=1 and
‘coxpoly/is_nat_number_expr‘ (op(1l,erst_opnd))

then
ERROR( ‘&K benoetigt eine natuerliche Zahl als Argument °,kbaum)
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fi;
p:=‘coxpoly/coxpolyl‘ (op(2,kbaum),T,V);
RETURN( V(2,T)*p[1]-op(1,erst_opnd) "2*Txp[2],

pl1]
)
else
ERROR(‘der erste Operand von &* muss n oder &K(n) mit n>=1 sein‘,
kbaum)
fi

HEHSHHAHHHAFHHAFHHASHH A HRAHHY
elif type(kbaum,list) then
t :=nops (kbaum) ;
for i from 1 to t do
pli] :=‘coxpoly/coxpolyl‘ (kbaum[i],T,V)
od;
RETURN ( product (’p[i][2]’,’i’=1..t)
*(sumCplil [1]1/pl[il[2] 7,21 =1..t)-(t-1)*V(2,T)),
product (’pl[i][2]7,’i’=1..%t)
)
HEHHAHBHHAHHAEHBHHAH R HBHHAHBHH
elif ‘coxpoly/is_kbaum_name‘ (kbaum) then
RETURN( &Chi (kbaum) ,
&chi (kbaum)
)
HAHHAH B HAHHAHBHHAH R HBH R HBHH
elif type(kbaum,function) and op(0,kbaum)=‘&C‘ then
if nops(kbaum)=0 then
ERROR(‘&C benoetigt mindestens ein Argument ,kbaum)
fi;
kanten:=op(1,kbaum) ;
if not( type(kanten,list) and nops(kanten)=2 and
“coxpoly/is_nat_number_expr‘(kanten[1]) and
‘coxpoly/is_nat_number_expr ‘ (kanten[2])
)
then
ERROR(‘Das erste Argument zu &C muss eine Liste‘.
‘ aus zwei natuerlichen Zahlen sein. ‘)
fi;
if nops(kbaum)=1 then
RETURN( (T kanten[1]-1)*(T kanten[2]-1),
V(kanten[1]+kanten[2],T)
)
elif type(nops(kbaum),odd) then
ERROR(‘&C benoetigt ein einziges oder eine gerade Anzahl °.
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‘ von Argumenten. ‘)

fi;
:=nops (kbaum) /2-1;
Es ist t die Anzahl der an den Kreis geklebten Koecher.

Bestimme nun fur i=t..1 das Coxeterpolynom ul[i] des linearen

Graphen von der Wurzel von kbaum bis zur Wurzel des i-ten

# angeklebten Koechers (ausschliesslich):

ult+1]:=0;

pkte:=-1;

for j from t by -1 to 1 do

k:=op(2*j+2,kbaum) ;

if ( type(k,integer) and k<=1 ) or

not ‘coxpoly/is_number_expr‘ (k)
then
ERROR(‘Die Argumente von &C, beginnend mit dem zweiten,

‘muessen abwechselnd Zahlen >=2 und Symbole fuer
‘fuer Kreisebaeume sein ¢,
kbaum)

4

[4

fi;
uljl:=(Txu[j+1]+1)*V(k-1,T)+u[j+1]1*V(k,T)-V(2,T) *ul[j+1]1*V(k-1,T);
pkte:=pkte+k-1
od;
#
result:=(T kanten[1]-1)* (T kanten[2]-1);
result ist zunaechst das Coxeterpolynom des Kreises, an dem noch
gar kein Koecher haengt. Es werden nun sukzessive die Koecher
angehaengt und dabei wird result mitveraendert.
:=op(2,kbaum) ;
Es ist n stets der Punkteabstand des letzten zum aktuellen am
Kreis haengenden Teilkoechers
if ( type(n,integer) and n<=1 )
or not ‘coxpoly/is_number_expr‘ (n)
then
ERROR(‘Die Argumente von &C, beginnend mit dem zweiten, muessen
‘abwechselnd Zahlen >=2 und Symbole fuer Kreisebaeume sein ¢,
kbaum)

H H B OH H R

4

fi;
if normal (pktet+n-kanten[1]-kanten[2]) <> O then
ERROR(‘Die numerischen Daten im &C-Ausdruck sind nicht
‘konsistent ¢,kbaum)

4

fi;
pl1]:=V(n+1,T);
pl2]:=V(n,T);
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# p bezeichnet die Coxeterpolynome des Koechers K, der entsteht,

# wenn man von der Wurzel des Kreises zu der Wurzel des aktuell

# betrachteten angeklebten Teilkoechers laeuft, und die bereits

# angeklebten Koecher mit aufnimmt. Die Wurzel von K ist die

# Wurzel des aktuellen Teilkoechers.

ql11:=Vv(n,T);

ql2]:=V(n-1,T);

# q bezeichnet die Coxeterpolynome des aus K durch Entfernen der

# Wurzel von kbaum entstehenden Koechers.

for i from 1 to t do
result_ohne_wurzel:=p[2]*ul[i]+q[2]*(T*ul[i]+1)-V(2,T)*q[2]*ul[i];

result_ohne_wurzel ist das Coxeterpolynom des Koechers, der

aus dem result zugrundeliegenden durch Entfernen der Wurzel

des gerade betrachteten, i-ten Teilkoechers entsteht.

:=op(2*i+1,kbaum) ;

G ist der i-te am Kreis haengende Koecher.

if type( G,function) and op(0,G)=‘$¢

then

ERROR(‘In einem &C-Ausdruck ist kein $-Ausdruck erlaubt.‘,
kbaum)

#
#
#
#
G
#

fi;

# Haenge nun G an den result zugrundeliegenden Koecher an:

r:=‘coxpoly/coxpolyl‘ (G,T,V);

result:=result*r[2]+result_ohne_wurzelxr[1]
-V(2,T)*result_ohne_wurzelx*xr[2];

n:=op(2*i+2,kbaum) ;

if ( type(n,integer) and n<=1 )

or not ‘coxpoly/is_number_expr‘ (n)
then
ERROR(‘Die Argumente von &C, beginnend mit dem zweiten,

‘muessen abwechselnd Zahlen >=2 und Symbole fuer
‘Kreisbaeume sein‘,
kbaum)

4

4

fi;

# Verlaengere nun die zu p und q gehoerigen Koecher und
# veraendere p und q mit:
r:=‘coxpoly/coxpolyl‘ ([G,n],T,V); Dieser Aufruf verschlimmert
den Aufwand nicht, weil Chi(G)
wegen option remember nicht

#
#
#
# neu berechnet werden muss.
#
#
#

Andererseits koennte dieser
erneute Aufruf auch leicht
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# umgangen werden.
dummy_p1:=p[1]*r[2]+p[2] *r [1]-V(2,T)*p[2] *r[2];
dummy_q1l:=q[1]*r[2]+q[2]*r [1]-V(2,T)*q[2] *r [2];
r:=‘coxpoly/coxpolyl‘ ([G,n-1],T,V); # s.o.
pl2] :=p[1]*r[2]+p[2]*r[1]1-V(2,T)*p[2]*r [2];
ql[2] :=q[1]*r[2]+q[2]*r[1]-V(2,T) *q[2] *r [2] ;
pl1] :=dummy_p1;

q[1] :=dummy_q1;

od;
RETURN( result,

ql2]
)

HHHHH RS ST
elif type(kbaum,function) and op(0,kbaum)=‘$‘ then
if nops(kbaum)<>2 then

ERROR(‘Der Operator $ braucht zwei Argumente‘,kbaum)

fi;

p:

=‘coxpoly/coxpolyl‘ (op(1,kbaum),T,V);

zweit_opnd:=op(2,kbaum) ;
if ‘coxpoly/is_nat_number_expr‘(zweit_opnd) then

RETURN( p[2]~(zweit_opnd - 1)*
(zweit_opnd * p[1]-(zweit_opnd - 1)*V(2,T)* p[2]),
pl2] “zweit_opnd
)

elif type(zweit_opnd, ‘=‘) and

# Die Laufvariable muss mit einem Kleinbuchstaben beginnen!
“coxpoly/is_number_expr‘ (op(1l,zweit_opnd)) and
type(op(1,zweit_opnd) ,name) and
type(op(2,zweit_opnd) ,range)

then

el

fi

# Es wird hier Sum statt sum und Product statt product
# zurueckgegeben; dies bedeutet eine riesige
# Rechenzeiteinsparung, denn sum und product wuerden
# versuchen, die entstehende Summe zu vereinfachen; das geht
# hier jedoch sicher nicht.
RETURN( Product(p[2],zweit_opnd) *
(Sum(p[1]/p[2],zweit_opnd)-
(op(2,0p(2,zweit_opnd))-op(1l,op(2,zweit_opnd)))*V(2,T)),
Product (p[2],zweit_opnd)
)
se
ERROR(‘Das zweite Argument zu $ sollte eine natuerliche Zahl ¢.
‘oder eine Gleichung der Form name=range sein‘,kbaum)
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B e T s
elif type(kbaum,function) and op(0,kbaum)=‘&K‘ then
if not( nops(kbaum)=1 and ‘coxpoly/is_nat_number_expr‘ (op(1,kbaum))
)
then
ERROR(‘Der Operator &K benoetigt als Argument .
‘eine natuerliche Zahl®,
kbaum)
fi;
RETURN( V(2,T) "2-op(1,kbaum) "2*T,
V(2,T)
)
SRt R e e e e e S T T R 2
else
ERROR(‘Dieses ist kein gueltiges Symbol fuer einen
‘Wurzel-Kreisebaum; als Operatoren sind &*, &K, &C °.
‘und [..] zulgelassen’
,kbaum)

4

fi

end;

‘help/text/coxpoly‘ :=TEXT(
‘FUNCTION: coxpoly - compute the Coxeterpolynomial of a cycletree ¢,

¢ 4

‘CALLING SEQUENCE: ¢,

¢ 4

coxpoly(cyctree,T,V); ¢,

¢ 4

‘PARAMETERS: °,

‘ cyctree - an expression denoting a cycletree as described below ¢,
‘ T - an expression °,

¢ v - an optional name °,

¢ 4

‘SYNOPSIS: °,

‘- cyctree denotes the equivalence class of an orientation of a rooted ¢,

cycletree without oriented cycles. The value of the corresponding °,

Coxeterpolynomial (which ist the characteristic polynomial of the °,

Coxetermatrix) at T is returned. °,

¢
(4
(4

¢ 4
J

- if the third parameter V is present, T and V must be names. In the °,

¢ result, V(j) stands for (T"j-1)/(T-1) (this term appears often). ¢,

(4 4
>

4
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¢ ¢

- a cycletree is an undirected, connected graph every two °,
4

distinct simple cycles of which are edge-disjoint. Multiple edges °,

are allowed (but not in cycles). °,

(4
(4

(4 ¢
b

¢ ¢

- two orientations of a cycletree are said to be equivalent if the °,

first can be transformed to the second using only reflections at ¢,

sinks or sources. ¢,

4

¢ ¢
b

- the linear graph with n points is denoted by n. (The root is one ¢,

¢ end.) ¢,

¢ ¢
b

- the graph with two points and a n-fold edge between them is denoted ¢,
‘ by &K(n) ¢,
(4

b

- if u is the symbol of a linear graph or a multiple edge and S is ¢,

any symbol denoting a rooted cycletree, then u*S stands for the ¢,
identification of one end of u with the root of S. The root of uxS ¢,

is the other end of u. °,

¢ (4
b

‘- if S1,...,St are symbols, then [S1,...,St] denotes the class of the °,
¢ graph resulting from identifying the roots of S1,...,St to one °,

¢ point, the root of [S1,...,St]. ¢,

[4 [4

‘- if S1,...,St are symbols and p,q,n_1,...,n_(t+1l) are natural °,

¢ numbers with n_i>=2 and n_1+...+n_(t+1) = p+g+t+l, then °,

¢ &C([p,ql,n_1,81,n_2,52,...,St,n_(t+1)) stands for the graph ¢,

resulting from identifying the root of n_1 with the free end of ¢,

¢ n_(t+l) to a new root in n_1&*[S1,n_2&*[...n_t&*[St,n_(t+1)]...1]1. ¢,

4

0f the p+q edges of the cycle, p are oriented clockwise and q °,

counterclockwise. ¢,

¢ ¢

[4

- &C([p,q]) is an abbreviation for &C([p,ql,p+tq+1l) ¢,

3

- in the above, the S,S1,...,St are allowed to be unevaluated ¢,
(perhaps indexed) names beginning with capital letters. The ¢,
Coxeterpolynomial is then computed symbolically using &Chi(S) for °,

4

the Coxeterpolynomial of S and &chi(S) for the Coxeterpolynomial ¢,

of the quiver resulting from deletion of the root of S. °,

¢ ¢
b

- in the above, n,p,q,n_1,...,n_(t+1) are allowed to be °,
[4

expressions containing unevaluated (perhaps indexed) names all of °,

which have to begin with lower case letters. The Coxeterpolynomial‘,

is then computed symbolically using these names as parameters. °,

¢ (4
b
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‘~ you can use (possibly nested) $-expressions in lists: [A(i)$i=1..t] ¢,

[ 4

is the same as [A(1),...,A(t)], even if t is an unevaluated name. °,

(4 4
J

‘- you may have to substitute "sum" for "Sum" in the result if you °,

‘ want to evaluate it for concrete values of the parameters.‘,
¢ 4

‘EXAMPLES: ¢,
‘> coxpoly([B1,B2],T); °,

¢ 4

> c,:oxpoly(4 & [ 3, &C( [4,5], 4, &K(3), 3, &C([3,3]1), 5) 1, U); °,

¢ 4

‘> coxpoly([ p(i)&x[2,2] $ i=1..t 1,1); °,
‘SEE ALSO: coxmat®
);
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2. Das Programm cycfactor

# LAST EDIT: Sat Jun 27 02:05:07 1992 by Axel Boldt (axel@uni-paderborn.de)
‘cycfactor/suchgrenze‘ := proc(d)

# liefert ein m, so dass fuer jedes q > m gilt: phi(q) > d.

# Die Daten im Programm wurden mit folgender Routine ermittelt:
#

# p:=1; r:=0; 1:=1;

# for k from 2 to 8 do

# while (p >= 1/k) do

# r:=r+1;

# 1:=1*(ithprime(r)-1);

# p:=p*(1-1/ithprime(r));

# od;

# print(k,r-1,1/(ithprime(r)-1));

# od;

#

# sie liefert die Ausgabe

#

# 2, 1,1

#

# 3, 2, 2

#

# 4, 3, 8

#

# 5, 5, 480

#

# 6, 8, 1658880

#

# 7, 13, 44144787456000

#

# 8, 21, 5133855159158901099724800000
#

# und die (k-1).Zeile k,r(k),1(k) ist so zu interpretieren
# (p(1),p(2),... seien die geordneten Primzahlen): Es ist
# 1(k) = (p(1)-1) * ... x (p(r(k))-1), und fuer jedes d <= 1(k)

# und jedes q > kxd gilt phi(q) > d.

option remember;
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if d<=8 then RETURN (4*d)
elif d<=480 then RETURN(5%*d)
elif d<=1658880 then RETURN(6*d)
else ERROR(‘argument too big‘,d)
fi

end;

# Hier sind die cyclotomischen Polynome definiert:
with(numtheory,cyclotomic,phi):

cycfactor:=proc(F)

F ist ein Polynom mit ganzen Koeffizienten in einer
Unbestimmten. Zurueckgegeben wird eine Liste
[[n1,..,nk],[[Gl,m1],..,[Gl,m1]],r], so dass gilt:

F = Phi(nl)*...*Phi(nk) * G1"mlx...*Gl"ml und die Gi sind
nicht-assoziiert und irreduzibel.

Es ist r=ml+...+ml.

H OH H H HH

local N,n,d,f,T,r,vars,cyclolist,elem,wert,factorlist;

vars:=indets (F);
T:=op(vars);
if not ( nops(vars)=1 and type(F,polynom(integer,T)) ) then
ERROR(‘Das erste Argument muss ein Polynom in einer Unbestimmten®.
‘ mit rationalen Koeffizienten sein. ‘)
fi;
f:=F;
wert:=subs(T=2,f);
d:=degree(f);
N:=‘cycfactor/suchgrenze‘(d);
cyclolist:=NULL;
n:=1;
while n <= N do
if phi(n) <= d and
irem(wert,cyclotomic(n,2))=0 and
divide(f,cyclotomic(n,T),’f’)
then
cyclolist:=cyclolist,n;
d:=degree(f);
N:=‘cycfactor/suchgrenze‘ (d)
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else
n:=n+1

fi
od;
factorlist:=convert(factor(f) ,multiset);
r:=0;
for elem in factorlist do

r ;=1 + op(2,elem)
od;
RETURN([[cyclolist],factorlist,r])

end;

‘help/text/cycfactor‘ :=TEXT(
‘FUNCTION: cycfactor - factor polynomial and distinguish between °,

‘ cyclotomic and non-cyclotomic factors ¢,

¢ ¢

‘CALLING SEQUENCE: ¢,

¢ ¢

cycfactor(F); °,

¢ (4

‘PARAMETERS: ¢,

¢ ¢

F - a polynomial with integer coefficients in one indeterminate °,
¢ ¢

‘SYNOPSIS: °,

‘~ returns a list [[nil,..,nk],[[G1,m1],..,[Gl,m1]],r] with natural ¢,
¢ numbers nl,...,nk,ml,...,ml,r and non-associated irreducible ¢,
¢ polynomials G1,...,Gl, such that °,

¢ F = Phi(nl)*...*¥Phi(nk) * G1°ml*...*Gl"ml and r=ml+...+ml. ¢,

¢ ¢
b

4

‘-~ Here, Phi(k) is the k“th cyclotomic polynomial. ¢,
¢ ¢

‘EXAMPLES: °,

‘> cycfactor (T 6-3*T+1); ¢,

¢ ¢

[4

‘SEE ALSO: factor, convert[multiset], numtheory[cyclotomic]
);
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3. Das Programm coxmat

# LAST EDIT: Sat Jun 27 17:06:19 1992 by Axel Boldt (axel@uni-paderborn.de)

coxmat :=proc(tree)

Bestimmt die Konjugationsklasse der Coxetermatrix des Baumes mit der
Notation tree. Es wird die Hilfsprozedur ‘coxmat/coxmatl‘ benutzt.
Diese arbeitet rekursiv die Baumstruktur von tree ab; die
Cartanmatrix wird nicht berechnet. Dem Baum wird eine

bipartite Orientierung gegeben, in der die Wurzel eine Senke ist.

Aufwand: quadratisch in der Punktzahl von tree.

H OH H H OH H H H R

Verarbeitete Symbole:

=+

** Ist t >= 1 und sind S1,...,St Symbole fuer die gewurzelten
Koecher (B1,v1),...,(Bt,vt), so symbolisiert
[S1,...,St]
den Wurzel-Kreisebaum (B,v), der aus den Bi durch Identifizierung
der Wurzeln vl1,..,vt zu einer neuen Wurzel v entsteht.

** Fuer eine natuerliche Zahl n bezeichnet
n
den linearen Graphen A(n) mit n Punkten und
&K (n)
eine n-fache Kante, jeweils mit einem Randpunkt als Wurzel.

*% Ist k ein Symbol der Form n oder &K(n) und ist S das Symbol
eines beliebigen Wurzel-Kreisebaum (B,v), so bezeichnet
ké&*S
den Wurzel-Kreisebaum, der aus dem Identifizieren von v mit einem
Ende von k entsteht und das andere Ende von k als Wurzel hat.

H OH H H OH OH OH OH H HHHHHHHEHHHHH

local A,nodes,alist,aalist;

A:=table(sparse);
# Trick: coxmatl bestimmt nur die Coxetermatrix des durch Entfernung
# der Wurzel entstehenden Koechers. Also wird einfach an die Wurzel
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# von tree eine Kante angeklebt:
‘coxmat/coxmatl‘ (&K (1)&*(tree) ,A,1,false,’nodes’,’alist’,’aalist’);
convert (A,array,sparse)

end;

#HHH
#### Nun folgt die Hilfsprozedur fuer coxmat:
#HH#

‘coxmat/coxmatl‘:=proc(tree, A, start_ind, up,
nodes_out, alist_out, aalist_out)

start_ind gibt den Index in A an, ab dem die Coxetermatrix des aus
tree durch Entfernung der Wurzel entstehenden Koechers abgelegt
werden soll (der Multibaum erhaelt eine bipartite Orientierung) .

up ist genau dann true, wenn die Wurzel von tree eine Senke werden
soll.

In nodes_out wird die Knotenanzahl von tree zurueckgegeben.

In alist_out wird eine Liste von Listen zurueckgegeben. Jedes Element
enthaelt als ersten Eintrag den Index eines zur Wurzel adjazenten
Knotens und als zweiten die Anzahl der Kanten zwischen diesem Knoten
und der Wurzel.

In aalist_out wird eine Liste von Listen zurueckgegeben. Jedes
Element enthaelt den Index eines Knotens von tree, von dem aus es
einen Twist-Weg der Laenge 2 zur Wurzel gibt, und die Anzahl dieser
Twist-Wege.

HOH H OH OH OH OH OH OH R H HH R

local alist,aalist,elem,k,n,pl,p2,subaalist,s,
subalist,subnodes,substart,subtree,subup,point ;

HEH S
if type(tree,list) then
substart:=start_ind;
alist:=NULL;
aalist:=NULL;
for subtree in tree do
‘coxmat/coxmatl‘ (subtree,A,substart,up,
’subnodes’,’subalist’,’subaalist’);
alist:=alist,subalist;
aalist:=aalist,subaalist;
substart:=substart+subnodes-1
od;
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alist_out:=alist;
aalist_out:=aalist;
nodes_out:=substart - start_ind+1;
RETURN ()
HEHSHHHAHHHAFHHASHHESHH AR HHASHY
elif type(tree,function) and op(0,tree)=‘&K‘ then
if not(nops(tree)=1 and type(op(l,tree),posint)) then
ERROR( ‘&K verlangt als Argument eine natuerliche Zahl‘,tree)
fi;
nodes_out:=2;
alist_out:=[start_ind,op(1l,tree)];
aalist_out:=NULL;
Alstart_ind,start_ind] :=-1;
RETURN ()
HEHHAH B HAFHAHBHHAHHAEH B HAHBHH
elif type(tree,function) and op(0,tree)=‘&*‘ then
# Erzwinge rechtsassoziative Klammerung bei &*:
if type(op(l,tree),function) and op(0,op(l,tree))=‘&*‘ then
‘coxmat/coxmatl‘ (op(1,op(1,tree))&*(op(2,op(l,tree))&*op(2,tree)),
A, start_ind, up, ’nodes_out’, ’alist_out’, ’aalist_out’);
RETURN ()
elif type(op(l,tree),function) and op(0,op(l,tree))=‘&K‘ then
k:=op(1,op(1,tree));
subtree:=op(2,tree);
if not(nops(op(l,tree))=1 and type(k,posint)) then
ERROR(‘&K verlangt als Argument eine natuerliche Zahl‘,tree)
fi;
# Es ist jetzt tree = &K(k) &* subtree
‘coxmat/coxmatl‘ (subtree,A,start_ind+1,not up,
’subnodes’,’subalist’,’subaalist’);
nodes_out :=subnodes+1;
alist_out:=[start_ind,k];
if up then
s:=0;
for elem in [subalist] do
aalist:=aalist, [elem[1] ,k*elem[2]];
Alstart_ind,elem[1]] :=-elem[2];
Alelem[1],start_ind] :=elem[2];
s:=s+elem[2] "2
od;
# Es gibt s Twistwege der Laenge 2 von start_ind nach
# start_ind und eine Weg (der Laenge 0):
Alstart_ind,start_ind] :=s-1;
# Beachte die Twistwege der Laenge 2 von start_ind in subtree:
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for elem in [subaalist] do
Alstart_ind,elem[1]] :=elem[2];
Alelem[1] ,start_ind] :=elem[2]
od;
aalist_out:=NULL
else
# Die zu start_ind in subtree adjazenten Punkte liefern
# Twistwege von tree zu seiner Wurzel:
aalist:=NULL;
for elem in [subalist] do
aalist:=aalist, [elem[1] ,k*elem[2]];
# Hier werden die Kanten von start_ind in subtree
# abgearbeitet:
Alstart_ind,elem[1]]
Alelem[1] ,start_ind]
od;
aalist_out:=aalist;
Alstart_ind,start_ind] :=-1;
# Durch das Ankleben der Wurzel entstehen in subtree
# neue Twistwege:
for pl in [subalist] do
for p2 in [subalist] do
Alp1[1],p2[1]]:=A[p1[1],p2[1]]+p1[2]*p2([2]
od
od
fi;
RETURN ()
elif type(op(l,tree),posint) then
n:=op(l,tree);
subtree:=op(2,tree)
else
ERROR(‘Das erste Argument eines &*-Ausdrucks muss eine
‘natuerliche Zahl oder ein &K-Ausdruck sein‘,tree)

elem[2];
-elem[2] ;

4

fi
HHHHEHHH RS HHS R SR T
elif type(tree,posint) then
n:=tree;
subtree:=[]
else
HHHHEHHH RS HHHH T
ERROR(‘Hier ist als Argument nur eine natuerliche Zahl, eine Liste, ‘.
¢ ein &*— oder ein &K-Ausdruck erlaubt‘,tree)
fi;
HHHHEHHH RS S R HS T
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### Nun hat tree die Gestalt n&*subtree.
S
if n=1 then
# Es gilt 1&*subtree = subtree.
‘coxmat/coxmatl‘ (subtree,A,start_ind,up,
’nodes_out’,’alist_out’,’aalist_out’);
RETURN ()
fi;
if n=2 then
# Es gilt 2&*subtree = &K(1)&*subtree
‘coxmat/coxmatl‘ (&K(1)&* (subtree) ,A,start_ind,up,
’nodes_out’,’alist_out’,’aalist_out’);
RETURN ()
fi;
# substart ist der Index, ab dem die Coxetermatrix des aus subtree
# durch Entfernen der Wurzel entstehenden Koechers abgelegt wird.
substart:=start_ind+n-1;
# subup gibt an, ob die Wurzel von subtree eine Wurzel wird oder
# nicht:
subup:=evalb(up=type(n,odd));
‘coxmat/coxmatl‘ (subtree,A,substart,subup,
’subnodes’,’subalist’,’subaalist’);
if subup then
# substart-1 ist der Index der Wurzel von subtree. Die zu dieser
# Wurzel in subtree adjazenten Punkte ergeben in tree Wege der
# Laenge 1 und Twistwege der Laenge 2:
for elem in [subalist] do
A[substart-1,elem[1]] :=elem[2];
Alelem[1] ,substart-1] :=-elem[2];
A[substart-2,elem[1]] :=elem[2];
Alelem[1],substart-2] :=elem[2]
od;
# In subtree ergeben sich durch das Ankleben der Wurzel neue
# Twistwege:
for pl in [subalist] do
for p2 in [subalist] do
Alp1[1],p2[1]1]:=A[p1[1],p2[1]1]+p1[2]*p2[2]
od
od;
A[substart-1,substart-1] :=-1;
A[substart-2,substart-1] :=-1;
A[substart-1,substart-2] :=1
else
s:=0;
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fi
#
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for elem in [subalist] do
s:=s+elem[2] "2;
# substart-1 ist der Index der Wurzel von subtree. Die zu dieser
# Wurzel in subtree adjazenten Punkte ergeben in tree Wege der
# Laenge 1:
A[substart-1,elem[1]]:=—-elem[2];
Alelem[1],substart-1]:=elem[2]
od;
# s ist die Anzahl der Twistwege von substart-1 in subtree hinein;
# ausserdem einen Weg der Laenge O von substart-1 zu sich selbst
# und einen Twistweg der Laenge 2 ueber substart-2:
A[substart-1,substart-1] :=s;
A[substart-2,substart-2] :=-1;
A[substart-2,substart-1] :=1;
A[substart-1,substart-2] :=-1;
# Hier werden die Twistwege von substart-1 in subtree hinein
# gezaehlt:
for elem in [subaalist] do
A[substart-1,elem[1]] :=elem[2];
Alelem[1] ,substart-1] :=elem[2]
od

Trage nun den bipartit orientierten linearen Graphen in A ein:

r point from n-4 by -1 to 0 do

if evalb(up=type(point,odd)) then
Alstart_ind+point,start_ind+point]:=-1;
Alstart_ind+point,start_ind+point+1] :=1;
Alstart_ind+point+1,start_ind+point] :=-1;
Alstart_ind+point+1,start_ind+point+1]:=1;

else
Alstart_ind+point,start_ind+point+1] :=-1;
Alstart_ind+point,start_ind+point+2] :=1;
Alstart_ind+point+1,start_ind+point] :=1;
Alstart_ind+point+2,start_ind+point] :=1

fi

od;

no
al
if

el

fi
end;

des_out:=n-1+subnodes;
ist_out:=[start_ind,1];

up then

aalist_out:=NULL

se
aalist_out:=[start_ind+1,1]
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‘help/text/coxmat ¢ :=TEXT(
‘FUNCTION: coxmat - compute the Conjugacy-Class of the Coxetermatrix of ¢,

¢ a Multitree ¢,

¢ 4

‘CALLING SEQUENCE: ¢,

¢ coxmat (tree); ¢,

(4 4

‘PARAMETERS: °,

¢ ¢

tree - an expression denoting a multitree as described below °,
¢ 4

‘SYNOPSIS: °,

¢ 4

- the Coxetermatrix belonging to a bipartite orientation of the °,
multitree tree is returned. Every two Coxetermatrices of different °,

orientations of a multitree are conjugate. ¢,

¢
¢

¢ 4
3

¢ ¢

- a rooted multitree is a tree with possible multiple edges and one °,
distinguished point, the root. The notation for rooted multitrees °,

[4

is as follows: °,

[4

¢ 4
3

- the linear graph with n points is denoted by n. (The root is one ¢,

¢ end.) ¢,
(4 [4
>

- the graph with two points and a n-fold edge between them is denoted °,
‘ by &K(n) ¢,

¢ 4
3

- if u is the symbol of a linear graph or a multiple edge and S is any °,

symbol denoting a rooted cycletree, then u*S stands for the ¢,
identification of one end of u with the root of S. The root of u*xS ¢,

is the other end of u. ¢,

¢ 4
3

‘- if S1,...,St are symbols, then [S1,...,St] denotes the class of the °,
¢ graph resulting from identifying the roots of S1,...,St to one °,
¢ point, the root of [S1,...,St]. ¢,

¢ 4
J

- This is the same notation as is understood by the routine coxpoly. ¢,

But here, no cycles and no symbolic entries are allowed. °,
4

¢ If you wish to compute the coxeterpolynomial of tree, use coxpoly. ¢,

¢ 4

‘EXAMPLES: ¢,
‘> coxmat (&K (3)&*[3,4&*K(2), [3,&K(2)&*[2,3]111); °,

¢ 4

‘SEE ALSO: coxpoly®
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